C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 25/04/2003)

CORRIGE DU CONCOURS BANQUE AGRO B ET BE 1994

Ce sujet est composé de trois exercices indépendants les uns des autres, couvrant une grande
partie du programme : suites récurrentes et probabilités discretes pour I'exercice 1 ; algebre
linéaire et équations différentielles pour I’exercice 2 ; intégration et probabilités continues

pour |’ exercice 3.

Exercice 1

Résolution de I’ équation 36x° —12x-1=0.

A=144+4><36=(12x/§)2

_R2+12y2 1 V2
2% 36 6 6
_12-12y2 1 2
® 2x36 6 6
1
o Nousavonsaozletalzg.
a,=a+pB=1 a=1-p a=1-p4
1 1 ]/6—0&(:)05:,3:1
a=aq+po =% |(-B)qrhe=s |A=T 1 2
6 6 0,—q

Donc, on doit nécessairement prendre o = f = %

. 1 T
e Montrons alors par récurrence que a, :E(ql“ +q§), Vne N, les deux conditions initiales
n=0 et n=1 venant d étre traitées.

Onaaors a., :%81"1+1+3_16an+1 car (a,)  €E

- %(cﬂ”+1 +05)+ 7—12(0,1n +03 ) par hypothése de récurrence
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—1 n(l +ij+1 n(l +ij
an+2_2q1 3% 6 2% 3% %

a., :%qlan +%ng§ car g, et g, vérifient I'équation en

e Finalement, on peut écrire:

(1+£]n+[1—£]n} Vne N
6 6 6 6

[Lc] Onpose b, = 0 e q:%.s,oit b = g + o

1
bp=p+0=0 p=—0 ,O—E _\/E
1= 1< caq-9,=—
h=pg+o0,=2 |p(4-G)=5 |,__ 1 3
J2

Finalement, on peut écrire (en procédant par récurrence comme ala question précédente) :
p - 1l(1,52) (1 V2 vne N
J2|l6 6 6 6

Promenade aléatoire sur un cercle.

a -1 (il faut faire 4 au premier lancer)

(o]

bl:%+%:% (il faut faire 1 ou 5 au premier lancer)

Soit X, lavariable aléatoire correspondant &la position du pion au n"™ lancer.

P[X,.,=B|X, = A]:%
1
P[ X, =AX, = A]:E
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1
P[X,.,=B|X, = B]_E
1
P[X,.,=AX, = B]:E
Ains, il vient :
1 1
an+1:€an +€bn
1 1
bn+1=§an+€bn

Posons V. =| " ,pour ne N.
" b

n

D’ apres la question précédente, il vient :

(Y6 16\, 1(1 1
V““‘(J/s J/6JV”‘€[2 JV“

11 1 1(1 1\y(1 1
Vn+2 == Vn+1 = x Vn
612 1 b2 1){2 1

1(3 2
= V,
36\4 3

BRI
mE

1 11
V,,=—|2 +1 |V,
36| (21
11
_1 vn+ivn
182 1 36

11
T Vv,
2 1)" 36
\—W—J

Ainsi :

On peut remarquer que :

Par conséquent :

36
Vn+1

Vn+2 = EVn+l + i\/n
3 36
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e Soit G, I'événement « Pierre gagne au n"*™ lancer ».
Pour n>1:
P[G,]=P[G,|X,,=A]+P[G,|X,,=B]
1
_g(an—l-i_bn—l)

D’ aprésles expressionsde a, et b, obtenues aux questions L.aet 1.b, il vient :

i 2 2 gl ]
£ (B3 S REE T

e Sionappelle G I'événement « Pierre gagne », alors G = J G, :

P[G]=> P[G,] carlesG, sont deux adeux disjoints

n=1

aslerd) Rl
(1 V2

n-1
E+?] correspond a la somme des termes d’une série géométrique de raison

2,

n=1

1 2

6+—e |-11 et de premier terme 1.

n>1

n-1 1_(14'\/5]”
Ainsi : Z(1+%] nILrll (61 jij :5_6\5
1-| —+—
6 6

Par un raisonnement analogue, on obtient :

o 1_[1 &J 5442
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Par consequent :

11(1 1 6 1/1 1 6
Hol-3 5 B 3 e

_L+V2 142

T5-42 5142
14
23

P[G]=

Pour déterminer la probabilité que Pierre perde, on raisonne comme précédemment, en
appelant P, I’ événement « Pierre perd au n®™ lancer », et P | événement « Pierre perd »,

P[R]=P[R|X,,=A]+P[R|X,,=B]

1
=g%1+

(e

n-1 n-1
(L, 1 )y[l2) (1 1051 V2
12 3J2)<\6 6 12 2)~16 6
_[i+ij 6 J{i_i 6
12 3J2)5-42 12 3J2)5++2
1 1
—+42 =2
_2 % 2 V2
5-42 5+4/2
9
P[P|==
[Pl 23

L a probabilité quelejeu continueindéfiniment est égalea 1-P[G]-P[P]=0.
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P[X =n|=P[G,|+P[R]
1 1 1
zg(an—l+bn—l)+(€ an—l+§bn—lj

1 2
:Ean_l+§bn_1
P[X =n]= (411 3{)(1 J—J {4_3&)(%_%]

e Calcul del’espérancede X :

=Y nP[X =

nx1

Par dérivation de la somme des termes d’ une suite géomeétrique, on obtient aisément que :

D Xt = ! pour tout xe [0;1]

=1 (1-x)*
Ainsi :
Zn(1+£]nl_ . -
) T e
6 6
1 V2)" 36
et;(g_?J (5+\/§)2
Donc :

E(X)= G+ 3%} (5_335)2 +G— 3%} (5+3\65)2

1 9J_+24 N2-24
"% 52 (sr|

_ 966

529
42
E(X)=—=
(X)=>
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e Calcul del’espérancede X~ :
E(X?)=>n’P[X =n]

n>1

Par dérivation de la somme des termes d’ une suite géométrique, on obtient aisément que :

Y n(n-1)x"2=

n>2 (1— X)3

En faisant le changement d’'indice k =n-1, il vient :

D k(k+1)x*=

=) (1— X)

2
&> (KX + k) =
é( ) (1-x)
2
S KXY k¢ =———
; ;‘ (1-x)*

pour tout xe [0;1]

3

~—

& Y KXt = -
; (1-x)° (1-%)°

Ains :

Donc:

N (1. 2 742 (1 2 7-v2 2418
E(X )—(4+3\/§j36(5_\/§)3+(4 3&)36(5+@)3_ =5
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e Calcul delavariancede X :

(X)=E(x)-[E(X)] =22 (2]

654
X) = —t
(X) 529

Exercice 2

: 4 2 —_— e
Soit B :(2 4}. L’ équation caractéristique de B est :
A?—tr(B)A+det(B)=0= 1*-81+12=0< (1-2)(A-6)=0
LesvaleurspropresdeB sontdonc: 4, =2 et 4,=6.
e Soit V{ij un vecteur propre associé a 4, :

BV1:/11V1
& X=-y

L e sous-espace propre associé alavaleur propre A, est donc défini par :

o

X
o SoitV, ( yj un vecteur propre associé a A, :

BV2=ﬂ.2V2
S X=Y

L e sous-espace propre associé alavaleur propre A, est donc défini par :

ol

On constate que dimE, =dimE, =1. La dimension des sous-espaces propres étant égale a la

multiplicité des valeurs propres, on en déduit que lamatrice B est diagonalisable.
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1 1
Posons P:( 1 J. detP =2, lamatrice P est donc inversible :

pa_1f1 -1
2\1 1
Vérifions ladiagonalisation de B :
1 -1y4 21 1
P’lBP:1

211 1){2 4)(-1 1
_1(1 -1(2 6
21 1)(-2 6
(20
(o0 6

: 20
Posons pour la suite D:(O j

X’
On cherche arésoudre ( Y’j = B();j .

Fai sons un changement de base dans |a base des vecteurs propres en posant :

o= 0)=0)L0)

Dans la base des vecteurs propres, le systéme se réécrit comme suit :
u” ofY]o u"=2u
V) v V' =6v

La solution de ce systeme est smple:

{()c +c:*¢§t

v(t)=De”™ + D,e"

Ainsi, en revenant dans |la base canonique de départ, on obtient :

{x(t):u(t)+v(t)
(t)=-u(t)+v(t)

x(t)= +Cef2t+D %1 D,e
@{y(t) o 4 D,V —Ce® -Ce?
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Les constantes C,,C,, D,, D, sont déterminées a partir des conditions initiales.

Le systeme a résoudre est équivalent au suivant :

X = 4x + 2X,
X = 2% + 4%,
X, = 4x, + 2X,
X, = 2%, + 4X,

C'est-a-dire aux deux systemes suivants de |aforme de celui de laquestion ;

x (t)=Ce +Ceﬁ‘+D %1 D,e

% (t)=De™ +D,e™ —Ce* -C,e"?

X (t)=Fe +Fe&‘+G1 e
X, (1)=Ge™ +G,e"™ -Fe® -Fe ‘&‘

Pour déterminer les constantes d’intégration, on utilise les conditions initiales. Pour cela, il
faut d’abord calculer les dérivées premieres des quatre solutions ci-dessus :

xg(t):cl\/—@—c\/_e-ﬁerf@t—Dfe-@t
X(t) = —D,J6e® —C\2e'® + C 2672
xg(t):Fl 262 —F,\2e% + GJ6e™ —G 66
X, (t) = G/6e™ —G,\/66™® — F\/2e' + F,\/2e72

e Commengons par déterminer les constantes C,,C,,D,,D, correspondant aux solutions

X, (t) et x,(t). Les conditions initiales conduisent a:

C,+C,+D+D,=4 (
J2(C,-C,)++/6(D,-D,)=0 (2)
C,+C,-D,-D,=0 (

—~/2(C,-C,)+/6(D,-D,)=0 (4)

La résolution de ce systeme linéaire de quatre équations a quatre inconnues permet

finalement d’ obtenir :

C,=C,=let D,=D,=1
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Les solutions x, (t) et x,(t) s écrivent donc :

Xg(t)zeft Vo _ gVt _ o

e Déterminons maintenant les constantes F,, F,,G,,G, correspondant aux solutions x, (t) et

x (t)=e?+e'? e e
“te

X, (t) . Les conditionsinitiales conduisent a:

F+F,+G+G,=0 (1)
‘/E(Fl_Fz)""/é(e‘l_e‘z):2\/E (2)
F+F -G -G,=0 (3)

_\/§(|:1_Fz)""/é(c':'l_e‘z):_2\/E (4)

La résolution de ce systeme linéaire de quatre équations a quatre inconnues permet

finalement d’ obtenir :
F=1,F=-1,eG=G,=0

Les solutions x, (t) et x,(t) s écrivent donc:

Exercice 3

f( ) 0 six<0
X) =
AVxe* six=0

f est une fonction continue, définie sur R et positive. Il reste a vérifier que
400

j A/xe*dx =1, ce qui permettra de trouver lavaleur de 4.

0

Lerésultat suivant est admis (C'est un résultat classique) :

j e 2dx =2r (: ZI e*2dx par parité delafonction x — e‘xz/zj

0

En posant u=+/2x, il vient :
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On en déduit que |4 =—.

N

2

D’ apresla question précédente, ona f (x) =

e f(0)=0

lim f(x)=0

X—>+oo

. P(x)=-2

X

o limf’(X)=1eo

X—0

point d'inflexion en x=%+

[1-2x] :

’ e”
"0 = gL

| = J‘ﬁ\/;e‘xdx

=u et q'(u)=ue

2 .
u/2’||

O0s x<0

N

vient :

i\/§e‘X s x>0

f'(x)=0 x=% et f'(x)>0& x<%.

4x—1] :

Nk

f(x)=0& x=

12/16
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0.5
0.4
0.3
0.2

011

714
»
=]
[

400
Vne N,onpose |, = j X"¥2edx
0

Le probleme éventuel se situe au voisinage de +e. Or nous avons, par Croissance

X—>Fo0 +oo 2

1 1
, . n+— _ n+—- _ 1 . 1
comparee, Ilm(x ’e Xx2J=O et donc x Zex=o(—j. Comme la fonction x— — est
X X

intégrable au voisinage de +-- (critére de Riemann), on en déduit que |, existe bien.

|, = j x"¥2edx. Une intégration par partie, en posant p(x)=x"** et ¢'(x)=¢€",
0

conduit a:

+oo
|, = I X" 26 *dx
0

|, = [—x”*”e’x}m + (n+§] '[ X"V%e *dx |, = (n+§j l,
0 2 2
T 0

ln

i N N
o 1= [Vxerdx=YT [ 2 fxedx =1, = YL
° l 2 Q\/E ° 2

=1 d'aprés 1.
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Calcul de |’ espérance :

Calcul delavariance:

Calcul del’ écart type:

2
v(x)=§

14/16

V(X)=E(X?)-[E(X)]

Par anal ogie avec le calcul précédent, on obtient E(X?)

2
\/; 2

Compte tenu du calcul de lavariance, il vient immédiatement :

:g.Donc:
4
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Par définition F (x)=P[X <x]. Ainsi :
F(x)= ] f (1)t
JX. 2 Jieldt
0

T

S

En procédant de maniére analogue alaquestion 1, avec u =+/2t , on peut écrire :

2 —u?/2 Vox 2\/5 —u?/2
F(x)=.]2[- = d
(x) ﬁ[ue }O+ﬁ£e u
2x
F(x)=-2 fle‘x+‘/E J. e2du
4 Ty

On sait par ailleurs que lafonction de répartition de laloi normale centrée réduite est :

d)(x)z—\/l% je‘”z/zdu
Ceci permet d' écrire :
1
@(@)=E I e /sz
1 ) =
=—.[e’u lodu + I e du

2r =, 0
1
2

Ainsi :

F(x)= —2\/§e‘X -1+ 2@(@)

D’ aprés la question précédente, nous avons o = \E , soit 20 =/6.

P[X>20]=P[ X >6|
=1-P[ X <]
=1-F(/6)
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P[X >2o-]=2+2\/§e—ﬁ —2c1>( 2\/5)

On peut s'amuser a donner une approximation numérigue de cette probabilité :

q>( 26 ) ~ 0.9866

P[X >20]=0.1793

FIN
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