C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

CORRIGE DU CONCOURS BANQUE AGRO B ET BE 1995

L’ objet de ce probléme est 1a détermination de la meilleure stratégie possible pour gagner au
jeu propose dans |I'énoncé. Pour cela, plusieurs outils d’analyse sont introduits. On sera
notamment amené a étudier le maximum d une fonction réelle de deux variables réelles

définie sur un domaine du plan.

On note:
- A (resp. K) I’ événement « Jean choisit I’urne A (resp. B)»
-V (resp.V ) I’ événement « Jean tire une boule verte (resp. rouge) »
D’ aprés le théoreme des probabilités totales, la probabilité que Jean a de tirer une boule verte

(i.e., de perdre) est donnée par :
P(V) = P(V/A) P(A)+ P(V/B) P(B)
e SoitP(0,0) laprobabilité de gagner lorsque A est vide::

probabilité que Jean probabilité de tirer une boule
P(0,0)= X

choisisse B verte parmi a+ b boules

1 a
P(0.0)=557p

e SoitP(a,b) laprobabilité de gagner lorsque B est vide::

P(a,b)==—2 |=P(0,0)

e Si Jean choisit la boite A, alors Pierre gagne si Jean choisit une des x boules vertes parmi

les x+y boules. Et si Jean choisit |a boite B, aors Pierre gagne s Jean choisit une des

a—x boules vertes parmi les (a—x)+(b-y) boules. Donc:

1 x 1 a—Xx

P(x,y)== +—

2x+y 2(a-x)+(b-y)

1/8




C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

On définit deux nouvellesvariables: A=x et t=b—x—y.

73 X=A
— |y=b-A-t

Immeédiat, d' apres les formules ci-dessus.

e S (A,t)=(0b), i.e, (xy)=(0,0), ou bien (4,t)=(a-a), i.e, (xy)=(ab), aors

A a-A

e Sinon f(4,t)= 2(-1) + 2(@ary)’

D'unepart, 0<x<as 0<A<a etdautrepat, t=b-y—-A4, donc:

0<y<b
< -b<-y<0
< 0<b-y<b
< -A<t<b-4

Soit finalement en rgjoutant que(0,0)¢ D et (a,b)¢ D, il vient :

A={(At)eR?/o<i<aet —A<t<b-A]\{(0,b),(a-a)}

oy
e
! ;
24 ]
b—ﬂ ] .!f=~'.z:'_.n:1- E
T=f ]
AN v I ;
24
] 2
] t=-1 ]
] ] t=-4
4 3
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V(A,t)e A

of (At) 1 1
o4 2(b-t) 2(a+t)
1 a-b+2t
“2(b-t)(a+t)
(_b-a
_ 2
(b-t)(a+t)

On sait également que: V(4,t)eA:0<A<aet —-A<t<b-A, donc —-a<t<b et ains
t+a=>0etb-t>0.
Par hypothése, (x,y)#(0,0), donc t #b. Deméme, (x,y)#(a,b), donc t #-a.

of (A,t _ _ -
Lesignede E(M )&etdoncblencelw det—b—za.

Soitte R fixé, on note:
Aimae =Max{A/Ve -a,b[ , (A,t)e Al
Aimin =Min{A/Ve ]-a,b[ , (4,t)e A}

D’ aprés la question précédente, trois cas peuvent étre distingués :

of (A,1)
0.d FA=F(A it
os > 0done swp f(A0)=(4mt)

- sit>b;2a,alors

- s t<b;2a,alors o (ﬁ't)<0,donc sup f(At)="f (4 yt)

oA A(AteA
—~ of (A,t
. snont=2"2 & ( )=0, et donc sup f(A,t)="f(A41t) VAie[0,a] tel que
oA AH(AeA
(J,EJEA
2

Par conséquent, on définit les cing segments suivants:
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S, lesegment : AN{(4,b- 1)}
S,, lesegment : AN{
S,, lesegment : AN{
S,, lesegment : AN{

S, lesegment : Aﬂ{(ﬂ, b—a)}

Remargue : On considéreici qu’ un segment n’est pas nécessairement ferme.
1" cas:a<b

, b-a . : s . .
e S t>—-, alors (A n.t) appartient soit au segment S, soit & la partie de S,, notée

, L : . . - . b-a
S, , constituée des points d’ ordonnées strictement superieures a — Donc :

(ﬂt,max’t)E Slu S

e S t<b;2a, alors (A ,,t) appartient soit au segment S,, soit & la partie de S,, notée

, . : ; : o . b-a
S, constituée des points d’ ordonnées strictement inférieures a — Donc :

(Amnrt)e SUS,

e S t:b;za,alors (At)es.

Findement, sup f(4,t)=sup{f(4,t)/(4.t)e SUSUSUSUS]}.

(At)ea

|2°™ cas: a> b

e S t>b;2a, alors (A . t) appartient &la partie de S, notée S, constituée des points

. : - . b-a
d’ ordonnées strictement supérieures a — Donc :

(ﬂt,max’t)E q
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e S t<b;2a, alors (4 ,.t) appartient ala partie de S,, notée S|, constituée des points

, . e . b-a
d’ ordonnées strictement inférieures a — Donc :

(j‘t,min’t)e Sé
e Enfin, s tzb;za, aors (A,t)e S,.

Finalement, sup f (4,t)=sup{f (4,t)/(4t)e SUSIUS].

(At)ea

Le centre de symétriede A (parallélogramme) est le milieu du segment d’ extrémités (0,0) et

(a,b—a) ;il s'agit du point Q de coordonnées (%b;zaj

Vérification :
Soit un point M de coordonnées (A,t) et M’ son symétrique par rapport Q ; soient (A',t")

les coordonnéesde M’ .

Ainsi :
A+A _a
2/ 2 A=a-A4
t+t" b-a (t'=b-a-t
2 2

On calcule alors:

a-A A

f(A.t)="f(a-A,b-a-t)= 2(@+t) + 2(-1) = f (4,t)

En deux points symétriques du domaine A, lafonction f prend donc toujours la méme valeur.

1" cas:a<b
D’ aprés les deux questions précédentes, il suffit d’ étudier larestriction de f aux trois segments

S, Ses.
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e Redtrictiondefa § :

f(i,b—l)=1(l+ a4 jeta—f(/i,b—/l):‘—b2<o
2\ a+b-4 04 (a+b-2)

Donc

. 2a+b 1 a
sup f(A,t)=limf(A,b-A4)= =—|1+—
(ﬁ,t)epi (4.9) A0 ( ) 2(a+b) 2( a+bj

e Redtrictiondefa s :

fat)=3a

Et le maximum est atteint pour t =b—a, donc

1/ a
sup f(A,t)==
(i,t)epsg ( ) 2(2a+bj

e Redtrictiondefa S :

sp f (At)= f(ﬁ,ﬁj_i
(4SS

a 1
e Ornousavons ——< —(1+

a ] 2a 2a+b
,C <
a+b 2

(b>0).
a+b a+b a+b

D’autrepart,1 a <1 1+ a car a <1<1+i.
2\2a+b) 2 a+b 2a+b a+b

Finalement, | sup f(ﬂ,t):l(k—j ; cette borne supérieure est approchée lorsque (4, t)

(A t)ea 2

est proche de (0,b), mais sansjamais I’ atteindre car (0,b) A .

|2°™ cas: a> b

D’aprés les deux questions précédentes, il suffit d étudier la restriction de f aux deux

segments S et S, .
e Redtrictiondefa § :
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Comme précédemment, sup f(A,t)= —(1+ —j
(Ates 2

e Redtrictiondefa S :

Onademéme sup f(4,t) =2
(AHES, a+b

e Ainsi, comme dansle premier cas, ona:

Cette borne supérieure est approchée lorsque (4,t) est proche de (0,b), mais sans jamais

I atteindre car (0,b)e A.

1 a
e Nousavons sup P(x,y)= sup f(A,t)==|1+——|.
(x,y)ED ( y) (/u)EA ( ) 2( a+bj

o D’apres la question précédente, cette borne supérieure est approchée lorsque (4,t) est
proche de (0,b) sans jamais I’ atteindre, c’est-a-dire lorsque (x,y) est proche de (0,0)

sans jamais |’ atteindre, d’ apres les formules de la question 2.a.

Comme x et y sont entiers, on en déduit que la meilleure stratégie de Pierre est de prendre

(xy)=(L0)

En d autres termes, la meilleure stratégie déterminée par Pierre consiste a se rapprocher le
plus possible de la stratégie: «mettre tous ses oeufs dans le méme panier », en
I” occurrence dans |’ urne B, mais en prenant soin de nejamais |’ atteindre.

Par symétrie, la stratégie inverse (i.e., en permutant les urnes A et B) s avére tout aussi

fructueuse. La probabilité de gain associée a cette stratégie est donc :

P(1,0) = P(a-1b) :§(1+ 2 J

Soit @ le nombre de boules vertes dans laboite A, et £ le nombre de boules rouges dans A.

D’ aprés les questions précédentes (cas de deux boites), la stratégie optimale pour les boites B

et C, est lasuivante :
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- 1bouleverte et 0 boule rouge dans B ;

- a-a-1boulesverteset b— £ boules rouges dans C.

Remarque : on peut évidemment inverser lesrlesde B et C.

On introduit A (resp. A) I’événement « Jean choisit I'urne A (resp. les urnes B ou C) » et on
note V I’ événement « Jean tire une boule verte ». D’ apres le théoréme des probabilités totales

il vient :
P(V)=P(VNA)+P(VNA)
=P(V/A)P(A)+P,, (V/Z) P(Z)
avec P, (V/Z) la probabilité associée ala stratégie optimale pour les urnes B et C.

- ~a)-1
Laquestion 8., permet d’ affirmer que ngt(v/A):%[lJr(a (a;jb) 5 1]_
_a i —_

Ainsi :

P(V)=2—2 +21(1+( (a-a)-1 J

“3Ba+f 327 (a—a)+(b-p)-1

1 o a-a-1
=—| 1+ +
3l a+pf atb-(a+p)-1
Soit finalement, avec =1 et [ =0 (stratégie optimale avec deux boites, en considérant que

B et C n"en font qu’'une) :

FIN
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