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Rappels:

Pour tout s élément de [0]{ ona:
1 2
s'=—"ro ns'* = 3 n(n-1)s"? =
an; 1- ; (1-s)’ 3) ; (-1 (1-s)’

Etude d’ une fonction associée & une distribution de probabilité.

Dans toute cette partie, on considere la série de terme général p, positif, convergente et de
somme égaleal.

1
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1.b.

l.c.

3.b.

3.c.

Pour s élément de [0,1], on pose, pour tout n entier naturel :

n
s)=2 P
k=0
Montrer que, pour s fixé, la suite de terme général G, (s) est croissante et majorée
par 1. En déduire qu’ elle converge vers une limite notée G(s). On écriradonc :

:z ann

n>0

Montrer qu’'on a ainsi défini une application G de [0,1] dans R croissante, majorée
par 1 et qui vérifie: G(0)=p, et G(1)=1.
En déduire que G admet des limites finies a droite et & gauche en tout point de ]0,1[ .

Dans cette question et les suivantes, R désigne un éément de [0,1] :
En s'inspirant de la question 1., montrer que I’on peut définir sur [0, R] une fonction
H croissante et bornée, par : H ann s,
nx1
n est un entier naturel, on noteraset s, deux éléments distincts de [0, R] .

En utilisant les rappels, montrer que, pour tout x élément de [0, R], ona:
1
(1-R)’

G, (x)|<

n

Justifier la majoration suivante :

G, (9)-C,(s)|= 3
(1-R)°

En déduire que: |G(s)-G(s)| < |S_:>))|2 ; puis que G est continue sur [0,1] .

(-




C.Bajard & S. Charles (Mise & jour du 16/05/2003)

4.a. Montrer qu'il existe un elément c comprisentreset s, tel que:
G, (s)-G, , S—
Gu(8)-Cu(%) (SO)‘ ZsolX

G/(c)

2GS g |-Leosl
4.b. Endéduire, en utilisant laméme démarche qu’alaquestion 3., quel’on a:
G(Sl_fo(so)_H(So)S%
4.c.  Conclure que G est dérivable sur [0,1] et quel’ona:
G'(s)=> np,s™*

nx1

On admettra dans la suite de ce probléme que G est indéfiniment dérivable sur [0,1] et
que, pour tout k entier naturel non nul et tout sde [0,1], on a:

@  GY(s)=Yn(n-1)...(n-k+1)p,s"*

n>k

. Inter prétation probabiliste delafonction G.
Si X est une variable aéatoire a valeurs dans N, on notera G, |’ application définie pour tout

sde [0;1] par larelation: G, (s)=) P[X =n]s".

n=0
D’aprés la partie |, on sait donc que G, est indéfiniment dérivable sur [0;1] et que ses
nombres dérivés successifs sont donnés par laformule (4).
1. Exprimer, pour tout n entier naturel, P[X =n] en fonction de G{” (0). Ainsi laloi de
X est entierement déterminee par G, qu’ on appelle fonction génératrice de X.
2. Pour tout s élément de [0,1] on notera s* la variable aléatoire qui prend comme
valeur s” avec laprobabilité P[ X =n].
2.a. Etablir que s* admet une espérance donnée par laformule :
E[s*]|=G,(s)
2.b. Montrer ques X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N,
on a, pour tout sde [0;1] : G, ., (S) =G, (S)xGy (S)

3. Application 1.
X et Y sont deux variables indépendantes, qui suivent respectivement des lois de
Poisson de parameétres A et u . Déterminer la fonction génératrice de X +Y et en

déduire saloi.

4. Application 2.
On considere une suite d’ épreuves de Bernoulli indépendantes, dont les issues sont

représentées par {0,1}, 1 étant obtenu avec la probabilité p. On note B la variable
aléatoire qui vaut 1 avec la probabilité p et 0 avec la probabilité (1- p).
4.a. Déterminer G;, fonction génératrice de B.
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4.c.

5.a.

5.b.

5.c.

5.d.

5.e

On note, pour tout n entier naturel non nul, X, la variable aléatoire égale au nombre
defois ou on aobtenu 1 au cours des n premieres épreuves. Justifier larelation :

vse[01], G, (s)=(Gy(s))"

Calculer la loi de X, a partir de sa fonction génératrice et retrouver ains une
distribution binomiale.

Application 3.
On considere une suite d’ épreuves de Bernoulli indépendantes, dont les issues sont

représentées par {0,1}, 1 étant obtenu avec la probabilité p (0< p<1). Onnotera:
q=1-p

On s'intéresse a la variable aléatoire T qui prend la valeur n si on obtient, pour la
premiéerefois, 1 al’éoreuve N—1 suivi de 0 al’ épreuven.
Montrer que T prend sesvaeursdans N ; on notera, pour k entier :

P = P[T = k]
Déterminer p,, pour k prenant lesvaleurs 0, 1 et 2.
Montrer que T peut sécrire comme la somme de deux variables geomeétriques
indépendantes de paramétres respectifs p et g. En déduire safonction génératrice G; .
Montrer que, pour tout sde [0;1], on alarelation :

(1-s+ pas’) G; (s) = pas’
En utilisant laformule de dérivation n-iéme d’ un produit, justifier alors, pour n> 2 :
Pn = Prx — PAP,_>
En déduire, par récurrence sur n, I’ existence de deux réelsaet b tels que::
Vne N, p,=ap"+bq"
En utilisant I1.5.a., expliciter p, enfonctionden, petq.

Montrer que T admet une espérance et une variance et les exprimer en fonction de p et
deq.



