C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

CORRIGE DU CONCOURS BANQUE AGRO B ET BE 1996

Ce probléme est composé de deux parties, la premiére concerne les séries entieres avec la
démonstration de propriétés générales ; la seconde partie est une application de la premiére
par I’introduction de la fonction géenératrice d’ une variable aléatoire discrete. Le probléme se

termine par trois exemples d’ utilisation des fonctions génératrices.

Rappels: pour se [0;1]

W Ty @ It () Ty

n>0 n>1 (1— S) n>2 (1— 5)3

I. Etude d’une fonction associée a une distribution de probabilité.

On considere dans cette partie la série de terme géenéral p, positif, telle que z p, =1.

n=0

Soit se [0;1]. On pose G, (s)=>_ p,s*.
k=0
Soit sfixé.

n+l

Gn+1 ( S) = Z pksk
k=0

=G,(S)+  PpuS”
H_/
20 car p,,;20 et ==[0;1]
>G,(s)
Lasuite de terme général G, (s) est donc croissante.

se [0;1] donc s<1,i.e, s*<1, Vke N. Par conséquent :

n+1
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Or > p,=1,donc G, (s)<1.Lasuitedeterme général G, (s) est par conséquent majorée

n>0
par 1.

La suite de terme général G, (s) est croissante et majorée. D’ apres le théoreme de la limite

monotone, elle est convergente vers: G(s)= > p,s".

n=0

Définissons G:[0;1] » R par s> > p,s".

n=0
e Soit se[0;1]. D'aprés [Ll.a.|, G,(s)<1, Vne N. Par passage & la limite, il vient
G(s)<1. Lafonction G est donc majorée par 1.
e G(0)=p, car 0°=1 et pour tout n>0, 0"=0.

G(1)=>_ p, =1 par hypothése.

n=0
e Soient s,te[0;1] telsque s<t.

s<t
e s <tk Vke N
o ps<pt  VkeN
=G,(s)<G,(t) VneN
= G(s)<G(t) par passage alalimite

Lafonction G est donc croissante.

On sedonne (s,) une suite croissante et convergente vers Se |0;1] .

Alors G(s,) est le terme général d’une suite croissante (G est croissante) et majorée par
G(8) ; eneffet Gest croissanteet s,<8 Vne N, donc G(s,)<G(5) VneN.

Ainsi, lasuite de terme général G(s,) est convergente vers G(8).

Par conséquent, lim G(s) existe.
S——S
Pour démontrer que lim G(s) existe, il suffit de faire le méme raisonnement que
S——S

précédemment en considérant une suite (s,) décroissante et convergente vers Se |0;1] .

Soit Re [0;1] .
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Soit lafonction H, définiepar H, kak , Vne N et pour s€[O;R].

Soit se [O; R] fixé.

Lasuite (H, (s)) est clairement croissante.

Deplus, H, kakRk1

Oronsait que p, <1, Vke N, car lasomme delasérie vaut 1 et on sait auss que tous les

p, sont positifs. Donc :

Z kRk -1
< Z an—l

n<l

1 ,
Or nR™ = , donc H,(s)=< . H,(s) est par conséquent majoré
Z;‘ (1-R)’ (5 (1-R)’ (5) et p > 3
par :
(1-R)"

Par conséquent, la suite (Hn (s)) est croissante et majorée, elle est donc convergente vers

=> np;s"t

n=1

Soit H lafonction définie par :

H:[OR] >R
s> H(s)=Y np.s’
n>1
Tous les H, (s) sont majorés par ﬁ ; par passage a la limite, on en déduit que
1-R
H (s) est majorée par )
Pour démontrer que lafonction H est croissante, on raisonne comme ala question I.1.b. :
s<t
o sttt vke N

& psSTt<pt“t  VkeN
=H, (s)<H,(t) VneN
= H(s)<H(t) par passage alalimite
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Soient ne N et s,5,€[0;R] avec s#5,.

[1.3.a.] Soit xe [0;R]. D’ apréslaquestion L.1. : kak

Donc,

x)|: n

= kak X par positivité des p,

< ke car p, <1
k=1
<) KR car x<R
k=1
<Y kR = - dapréslesrappels
= (1— )
vxe[s;s] ou[s,;s],ona xe[O;R], Gy (X)|< 1 1R)2 :

L’application du théoréme des accroissements finis a la fonction G, entre s et s, nous

donne:

G, (9)-C,(s)|= =3
(1-R)°

En faisant tendre n vers +eo dans |’ expression ci-dessus on obtient :

Donc limG(s)=G(s,), ce qui montre que lafonction G est continue sur [0; R], puisque ceci

=%

est valable Vs, € [O;R].

Le raisonnement ci-dessus étant valable pour tout Re [0;1], on en déduit que la fonction G
est continue sur [0;1] .

Compte tenu de ce qui précéde, lafonction G, est C™ sur tout intervalle [s;s,] ou

[s,:s] . En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a I’ ordre 2 entre s et s,, 3ce |s;s,[ ou

|s; 9 tel que:
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Donc
G,(s)-G, , S— ”
S 8) 6 (5) -2 (0
S-S 2
D’ou
G,(s)-G, (s , S=S| | ~r
SR g () Sl
%
Majorons |G; ()| pour xe [O;R]. Ona:
Gy (x)|= Zn:k(k—l) P X2
k=2
<>k (k-1) X
k=2
szn“k(k—l)Rk-2
k=2
2
<Y k(k-1)R2=
= (k=) 1-R)’
Donc,
G, (s)-G, , S—
| s-s (1-R)
Or, on peut remarquer que G/, (s,)=H,(s), donc:
G, (s)-G, S—
| s-s (1-R)
En faisant tendre n vers 4+, il vient :
G(s)-G S—
(9-6(3) 1y ¢ | < 5=l
s (1-R)
D’ apres la question précédente, il vient :
5o S—-5

Ce qui signifieque G'(s,)=H (s,). Ainsi, G est dérivable sur [G;R].
Le raisonnement ci-dessus étant valable pour tout Re [0;1] , on en déduit que la fonction G

est dérivable sur [0;]] .
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Ladérivéede G est lafonction H :

G'(s)=H(s)=D np,s™

n=>1

I1. Interprétation probabiliste de la fonction G.

Soit se [0;1]. Par définition :

G (s)=> P[X =n]s"

n=0
Par analogie avec lapartiel, ona P[ X =n]=p,.
Par hypothese :
Gy (s)=>n(n-1)...(n—k+1)P[X =n]s"* pour tout ke N'

n>k

En s=0, tous lestermes de larelation précédente sont nuls sauf celui correspondant a k = n,
dou: G (0)=nx(n-1)x...xIxP[X =n].

Par conséquent :

Remarque : ceci est un résultat classique sur les séries entiéres.

P[s*=5"]=P[X =n].

E(SX):gskP[sX = s“]
:iskp[x = K]
=§P[x =k]s"
= _x(s)
P[X+Y=n] :P{QO({X =k}N{Y= n—k})}
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P[X+Y=n]=>"P[{X=Kk}N{Y=n-k}] cesévénements étant deux adeux disjcints
k=0

P[X =k]|P[Y =n-k]| parindépendancedeX etY

n
k=0

Rappe! : Le produit de deux sériesentieres > a,z" et > b,z" est lasérie entiere associée ala

suite (c,), avec VneN, ¢, =Y ah_, :
k=0

> az"y bz'= Z[Zn: akbn_k]zn

k=0

Ains :

Gy.y (5)=D P[X+Y=n]s"

n=0

=S S P[X =k]P[Y =n-K&"

n>0 k=0
=> P[X =k]s"> P[Y=n-k]s"
n=0 n=0
=Gy ()G (s)
Application 1.
k 4 n—A4 n
19[)(:1(]:/1 e GX(S)=Z/1 e Snze—ﬂz(ﬁs) _ e — gl
k! n=0 n! n>0 n!
kK 4—u N —u n
P[sz]zlu € GY(S)_Zﬂ Sn_e—,uZ(lu ) e—,ueps_eu(s—l)
k! n=0 n! n=0 n!

D’ apres la question précédente :
Gyv (8) =G« (5)Gy (9)
— exl(s—l) eu(s—l)

Gy (5) = €7

On calculeaors Gy, ()= (A +u)" **)

Ainsi :
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= Lavariable X +Y suit uneloi de Poisson de parametre A+ u .

Application 2.

P[B=1=p e P[B=0]=1-p

G:(s)=) P[B=n]s"

n=0

=P[B=1|s+P[B=0]
= ps+(1-p)

La variable X, est une somme de variables de Bernoulli de paramétre p,

indépendantes entre elles: X, :ZB, .Ainsi, d'apreslaquestion I1.2.b. :

Gy, (5)=T1C4 (9
Or G, (s)=Gg (), Vie[Ln]. Par conséquent :

G, (5)=(Gs(s))" pour tout se [0;1]

G (o
on st que P[X. =k]= 2% ¢ aores [T
n kl

Gy, (5)=(Gs(s)) =(ps+(1-p))’

GY (s)=n(n-1)...(n-k+1) p(ps+(1-p))" "

G(xk)(o)= n(n-1)...(n-k+1) p*(1- p)

n
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Il vient :

P[X —k|= n(n—l)..ljn—k+1) o (1- p)"™

k

P[X, =k]=Cyp"(1-p)"

On en déduit que lavariable X, suit uneloi binomiale B(n, p).

Application 3.

On considére cette foisque O< p<1.Onnote q=1-p.

Lavariable T représente un numeéro d’ épreuve ; elle est donc avaleurs dans N .
P, =P[T =0]=0 : I'épreuve n°0 n’existe pas.
p,=P[T=1]=0: car on ne peut pas avoir le résultat «1» a I’éreuve n°0 qui
N’ existe pas.
p, =P[T =2]=pq : car on doit avoir I’enchainement d’ épreuves suivant :

1 0 * * %

ou * représente un résultat quelconque 0 ou 1
p q * * *

11.5.b.| Lavariable T correspond au temps d’ attente du premier 1 suivi du temps d’ attente du

premier O.
Soit X la variable associée au temps d’ attente du premier 1; X suit une loi géométrique de

paramétrep: P[X =x]= pq**, Vxe N",
Soit Y la variable associée au temps d’ attente du premier O qui suit |’ apparition du premier 1 ;
Y suit une loi géométrique de parameétreq : P[Y = y|=qp’™, Vye N".
Lesvariables X et Y sont bien slr indépendantes et on a .
D’ aprés laquestion :
G (5)=Gyuy (5) = Gx (5)Gy (5)
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Par définition de lavariable X, on a:

Gy (s)=>_ P[X =n]s"

n>1
— z pqn—1Sn
n>1
= ps(as)”
n>1
= psZ(qs)m aprés changement dindice
m>0
Or gse [0;1] , donc d' apreslaformule (1) donnée en rappel, on obtient : G, (s) = 1LZS
Par un raisonnement similaire, on obtient : G, (s) = 1 *_
On peut finalement écrire :
pas’ .
G, (s)= pour tout se|0;1
(5) (1- ps)(1-0s) (0.1

Pour tout se [0;1], (1- ps)(1-gs)=1-s+ pgs®. Il vient immédiatement :

(1-s+ pgs’) G, (s) = pas?

Rappel : Formule de Leibniz

Soient deux fonctions f et g définies sur un intervalle | de R, et dont les dérivées d’ ordre k

(0<k<n) sont toutes définies sur I. Soit n, un entier naturel. Alors:

( fg)(”) _ icnp f (p)g(n—p)
p=0

En prenant pour f lafonction définie par 1- s+ pgs” et pour g lafonction définie par G, (s),
il vient, ces deux fonctions étant de classe C™, :

> C(1-s+ pqsz)(p) G,""(s)=0

p=0

Or (1-s+ pqsz)(p) =0 pour tout p>3, et:
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Ains pour tout n>3 :

(1-s+ pas®) G, (s) +n(-1+2pgs) G,V (s) +
& (1-s+ pas’) G, (s) +n(2pas—1) G, " (s) + pan(n-1)G,"? (s) =0

a" (0)

On cherche une expression avec p, =P[X =n].Or P[X =n]= :
n!

On utilise donc larelation ci-dessusen s=0, ce qui donne:

G, (0)-nG," ™ (0)+ pgn(n-1)G,"? (0)=0
G (0) &0, &0 g

-n + pgn
n! n! n!
() (n-1) (n-2)
G"(0)_G"(0), G0
n! (n-1)! (n-2)!
& Py~ Post PAP,, =0

< | By = Prs — PAB,_,

=

=

On pose comme hypothése de récurrence (HR) : p, =ap" +bqg", Vne N".

e D’apréslaquestion :
p,=0=ap+hbq
p, = pq=ap”+bq’
Larésolution de ce systéme conduit aux valeurs suivantes :

a:—q et b:—p
pP-q q-p

Donc, nécessairement, on pose a:L et b:L. Montrons maintenant par récurrence

P-4 a-p
que p,=ap"+bq" Vne N" (HR), les deux conditions initiales n=1 et n=2 venant d'étre
vérifiées.
e Supposons que HR soit vraie au rang n. Alors :

pn — apn +bqn et pn_l — apn71_|_ bqnfl
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D’ aprés laquestion ;
Pnia = Py — PAP,,
=ap"+bq" - pq(ap™ +bq"")
=ap”+bg"-a(1l-p)p"-b(1-q)q"
— a.pn+1 + bq

n+l

¢ Nousavonsdonc bien montré que p, =ap"+bq", Vne N".

T admet une espérance si G; (1) est unevaleur finie, et T admet une variance si Gy (1) est une

valeur finie. D’ apreslaquestion |IL.5.b.|, on a:

&= pz??l— as)

s 1oy Pas(2- ps—as) )=t
Gr (S) - (1_ pS)2 (1_ qs)z Gr (1) - pq

(s 2pq(1+ pg’s’ + p’as’ —3pas’) sy 2(1-2pq)
G (s) (= psf (I—as) (1) “(oa

On en conclut que T admet une espérance et une variance.

Calcul del’ espérance
Par définition de |’ espérance E(T)=) nP[T =n].

n=1

On rappelle que (partiel)  G;(s)=> P[T=n]|s"

n>0

G;(s)=>.nP[T =n]s"*

n=1

G/ (s)=>_n(n-1)P[T =n]s"?

n=2

Donc E(T)=G; (1) et |[E(T)=—/|.
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Calcul delavariance
Per définition delavariance V (T) = E| (T —E(T))’ | = E(T?)-[E(T)]".

On vérifieque:

E(T?)=>n"P[T =n]
n=1
=>"n’P[T=n] car P[T =1]=0daprés[IL5.a
n>2

Donc E(T?) =Gy (1)+G; (1), et finalement :

V(T)=G/(1)+G (1)-[G ()]

_3p*-3p+1
p’(1-p)°

cest-a-dire |V (T)

FIN
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