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CORRIGE DU CONCOURS BANQUE AGRO B ET BE 1998

Le but du probléme est la résolution d'équations différentielles linéaires. Cela nous permet
d'obtenir une suite de fonctions dont on étudie quelques propriétés et que I'on utilise dans la

derniéere partie pour étudier des variables aléatoires a densité.

PARTIE | : Résultats préliminaires usuels.

A€ R.Ondéfinit g, (t)=e* pour te R.
Lafonction g, est dérivablesur R et g (t)=—-4e™, donc:
g, (t)+4g,(t)=—-4e " + 1™ =0
Pour toute fonction f définie sur R, on peut écrire :
f(t)=e*[e"f(t)] pour te R
En posant u(t)=e*f (t),ona f (t)=u(t)g,(t).

e Montronsd'abord que (1) = (2)|.

On suppose donc que f est dérivable et que Vte R, f'(t)+Af (t)=0.
D’ aprés , ona u(t)=e"f(t) qui est dérivable car produit de fonctions toutes
dérivables. De plus, nous avons u'(t)=Ae*f(t)+e"f'(t)=e"(Af(t)+f'(t))=0

Vte R . D'ou lerésultat souhaité.

e Montrons maintenant que |(2)=> (1)|. On suppose donc que u est dérivable et que

Vte R, U'(t)=0.

D'aprés [ILA.2.a], on a f(t)=u(t)g,(t), donc f est dérivable comme produit de

fonctions toutes dérivables.
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Deplus, f'(t)=u’(t)g,(t)+u(t)g;(t)=u(t)g,(t).

Ains :
f(t)+Af(t)

u(t)g; (t)+Au(t)g, (t)

u(t)[ g} (t)+4g, (t)]

0 carg;(t)+ﬂgi(t):0d'aprés
Soit f une fonction vérifiant larelation (1) précédente.

Alors f (t)=u(t)g,(t) avec u'(t)=0.0r, U'(t)=0=u(t)=K avec Ke R etdonc f est
delaforme f = Kg, . Réciproquement, on vérifie que toute fonction de ce type vérifie bien la
relation (1).

L’ ensemble des solutions de larelation (1) est donc : {Ke ™ /K e R}.

|.A.2.d.| Soit une constante Ce R telleque f (0)=C.
D’aprés la question précédente, f (t)=Ke™, donc f(0)=K. Ains, K=C et la seule

fonction f définie sur R vérifiant (1) et telleque f (0)=C est f (t)=Ce™.

A, e R. On cherche I’ensemble des couples (f,, f,), avec f, et f, définiessur R,

solutions du systeme :

/(t) =—Af, (1)
(3) 4t/(t)=Af,(t)-uf,(t) avec te R
,(0)=1

On cherche f,, solution de f,(t)=-Af,(t). D’aprés [I.A.2.d.], avec C =1, il vient :

f(t)=e*=g,(t)

Onpose f,=uxg,.Alors f;/=u'xg, +uxg,.
Aings :
f5(8)=A1,(t) -, (1)
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e U(t)xe  +u(t)x| g, (t)+ug, (t) | = 1e™

=0 dapres |.A.

& |u'(t)= e

e SiA=u,dorsu(t)=Aou(t)=At+K et f,(t)=(At+K)e* =(ut+K)e*.

o S Azu,dosu(t)=4"" o u(t):%e(‘”)t +K et
ﬂ_

A _
f,(t)=| ———e“? +K |e"
, (1) [ﬂ_ﬂe + }e

A _
= e +Ke"

u—-A

En résumé, les solutions du systeme (3) sont :
e Sid=u,aors f(t)=e" et f,(t)=(At+K)e*

e Sid#u,dors f(t)=e* et f,(t)= /7'}Le‘it+Ke“‘t
‘Ll_
On suppose A, 1 > 0.
Onsupposexi;t,u.
[I.C.La] Si onimpose f,(0)=0,il vient f,(0)= A +K:O@K:—L.Donc:

uU—A u—A
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e Variationset maximumde f, sur R”.

f,(t)=0
& -Aet+ue™ >0
Y=
A
U
S (u-A)t<Lin) =
(u=2)t<in( 4]
Ing—InA . .
<———— quel quesoitlesignede u— A4
u—A
La fonction f, admet donc un maximum en thM car fz’(topt):o et
u—A

f,(t) passe du signe positif au signe négatif au voisinage de topt

e Point dinflexionde f,.

/—\
NN
—

& (u-4 LZIn(/J

@t=2|n/‘_|n’1
u—A

Lafonction f, présente donc un point d'inflexion en |t = 2t

U

-2
e D'autre part, nous avons f, (topt)=(i]ﬂ et lim f,(t)=0. D'oll le tableau de
7] —>+oo
variation suivant :
t 0 topt +oo
f(t) + 0 _
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Application numérique: 1=0,7 et u=0,4.

0.51
topt = Inlu_l_nﬂ =1,865 04
u—A
0.3
ti:2t0mz3,730
0.2
M
)
fz(topt)z(ijﬂ = 0,474 011
u
L N D T A AR AT

On suppose A= u.

Si onimpose f,(0)=0, il vient f,(0)=K =0 etdonc:
f,(t)=Ate™
f,(t)=4A(1-At)e”

f(t)=-4%(2-At)e™*

e Variationset maximumde f, sur R".

f;(t)=0
<s1-At>0

(:)tS1
A

Lafonction f, admet donc un maximumen |t =

NS

e Point dinflexionde f,.

f;(t)=0
& 2-A4t=0

(:)t:E
A

Lafonction f, présente donc un point d’inflexionen |t = 2t
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e D'autre part, nous avons f, (topt ) =e' et limf, (t) =0 par croissance comparée. D’ ou

—>+oo

|e tableau de variation suivant :

Application numérique: 1=0,5.

051
1
t =—=2 0.4
opt ﬂ,
tI:2tOpt:4 |:|3'
f, (2) =e'=0,368 0.2
01
07772777 T8 8 10 12 14 16 18 a0

PARTIE Il : Une famille de fonctions.

Soit A€ R™. On considére le systéme suivant :

f(t)=-A1,(t)
fra(t)=Af, (t)-Af,.(t) pourtout te R

n+l

£,(0)=1

(3)

Vne N{

Pour n=2, on retrouve le systéme de la partie pour A = u, avec toutefois une

condition initiale différente. Ainsi :




C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

Orici onveut f (0)=1 ¥ne N". Ceci conduit a K =1, ¢'est-a-dire::

f(t)=e" e f,(t)=(At+1)e”

Comme suggéré dans I'énoncé, nous allons raisonner par récurrence sur ne N

L a question précédente nous donne immédiatement que B, (t) =1 et P,(t)=At+1.

.
e Supposons (hypothése de récurrence) que f,(t)=P,(t)e™ ol P, est un polynéme de
n1

degré n—1 et de coefficient dominant égal a (n-1) :
D'aprés la question [I.A.2.a], nous avons fa(t)=u,.(t)e™ ou u,, est une
fonction définie sur R. En injectant I'expression de f_,, dans le systeme (3), on
obtient que u,,(t)=AP,(t). Ainsi, u,, est un polynbme que I'on note désormais
P., . Comme P/, =AP,, on en déduit que P, est de degré n. De plus, en identifiant
les coefficients dominants, on obtient que le coefficient dominant de P, est égal a
1 A :in. Nous avons donc bien le résultat souhaité.
n (n-1)! n

Remarque :

Comme f,(0) =1, nous pouvons également en déduire que P,(0) =1.

D’ aprés la question précédente, nous avons

R(t)=1

P (t)=At+1

P, vérifie B(t)=AR,(t)=A(At+1) et P,(0)=1. Ainsi :

2
Ps(t):/lz%+/1t+K avec K =1

A%,
Fg,,(t)=?t +At+1]
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On raisonne la encore par récurrence. On pose comme hypothéese de récurrence (HR)

que:

._x

n-—.

P.(t)= % vne N°

=~
I
o

e HRestvérifiéepour n=1: B(t)=1,etpour n=2: B, (t)=At+1.

e Supposons que HR soit vraie au rang n. D’ aprés , NOUS aVONs :

Rra(t)=4R (1)
nfl
/IZ—
k=0
n_lﬂ,kﬂtk
o k!

En intégrant, on obtient :
n-1 k414 k+1
pL()=5 2" ¢
o k!(k+1)
n-1 9 k+lgk+1
A ‘e
= (k+1)!
n it
= !

Toujours d' aprés , P..(0)=1, cequi conduita C =1. Ains :

it] n jti
=1+ Z/“ /“| i.e. HRvraieaurang (n+1)
- j=0 J

: L (At)
e Findement, Vne N*, Pn(t):ZT'
k=0 K:

Soit n un entier non nul fixé. D’ aprés la question précédente, il vient :

) (M)n—1
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D’ aprés |e développement en série entiére de e, on peut écrire:

(ﬂt)

e/h

Ainsi :
e At
(ﬁt)" n!

t
Or Iim£:+oo, donc lim —— = +eo, ce qui conduit & lim (At)" e™ =0.
to+e Nl t—s+oo (ﬂt)n t—>too

0

Finalement : | lim f_(t)

t—+oo

+oo ﬂ k
[11.5b] lim P (t Z% e (développement en série entiére de ). D'ou I'on déduit
k=0 -

que: lim f, (t)=lim P, (t)xe* =1.

N—>+oo N—+oo

’

Pour tout entier n non nul et tout réel t, on pose: ¢, (t)=—(f,..) (t)

?n (t) = _( fn+1)/(t)
=—Af (1) +Af .(t)
= AR ()" £ AR, ()

Or
:;) kl
e ()
= k! n!
_ (At)"
_P”(t)+ n!
Ains :
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T4

im [, (t)dt = [ g, (t)ct

0 n!

. T )" .
Soit J,, = jﬂe“#dt. Montrons par récurrenceque J, =1, Vne N (HR).
: n!

e J,= Tﬂe‘“dt = [—e‘ﬁt ]:o =1
0

e Supposons que HR soit vraieaurang n :

J .= +J:/1e“ Eji)nl; dt
Posons u(t):((nT)nl; et V(t)=4Ae . Il vient u’(t):/l(/ir:!)n et v(t)=-e"

Par une intégration par parties, rendue possible car u et v sont C* sur [0;+co[ , on obtient :

n+l too 4oo n
J .=~ (ﬂ’t) gt + I Qe (/H) dt
(n+1)! 0 n!

0

=0 =Jn
Ainsi, J ., =1. HR est donc vraieau rang (n+1).

e Finalement, nous avons montré que J, =1, Vne N.
T
Par conséquent, TIim I¢n(t)dt:1.
0

Compte tenu de ce qui précede, |, = % J

n*

Par conséquent :

Yne N
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PARTIE |11 : Desvariables aléatoires a densité.

Soit ne N*.

Soit X, lavariable aléatoire réelle continue dont la densité de probabilité vérifie:

{VtelR*, h, (t) =, f,(t)
vte R, h (t)

Il
o

h(t)=of (t)=ace™.

h, étant une densité de probabilité, nous avons j h (t)dt=1.

—oco

+oo

jnmm:T%éwt

—oco

+oo
= I ae Mt
0

= al[—%e‘q
0

o
A

Ainsi, on anécessairement «, = A .
Par conséquent, h, (t)=Ae™*, laloi de X, estlaloi exponentielle de paramétre A .

Calcul del’ espérance:

u'(t)=1 v(t)=—€e*
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Calcul delavariance:

V(X,)= E([Xl_E(Xl)]z
=E(X?)-[E(X,)]

Calculons d abord E(X7) :
E(X?)= Tchl(t)dt
= +J':Qxitze*tdt
0

En posant u(t) =t et v’(t)=4e™, une double intégration par parties conduit a:

u(t)=2t u’(t)=2
M _1 _ it
V(t)=-¢€ v(t)—ﬁe
E(X?)= [ At’e dt
0
:{—tze‘”t —Ete‘”} +2 j e *dx
j’ 0 ﬂ 0
=0
:2[_£eur
a4,
2
E(Xf):?

Finalement, en remplacant dans la variance, on obtient :

V(%) =E(X2)-[E(X)]

2 1
iR
1
V(X1)=?
[11.2.a.| D’ apreslapartiell :
_ _a < (ﬂt)k it
L()=R (e =37 e
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too n-1 k
& jan @e"“dt =1
0 k=0 kl
o n-1 k
o a, I Z(/i%e_ﬂtdt =1
0 k=0 .
oo k
ea nlJ.(/iL)e"“dt:l
"o K
=V 0
=1,
: < n A
Findement, o, > |, =le o, — =1 |, ==|.
k=0 A n
E(X,)= | te,f,(t)dt

Il
0'—.§ O'—.%'O'—u_g
—
SN S|
—h
E)
—~
—
~
o
=3

m
—~
X
>
~—
Il
o7
=}
|
iN
—~
A_)
—
~—
=
T
us

S
|

I
—~
—~
=~

+
=
|
e
+ | =
S=1
CD\

B3

o

=3
[

R3Sk S|k Sk
x
L&

T
<)
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[11.3.a.] Raisonnons par récurrence avec comme hypothese de récurrence HR :

n+1

D CP=CPi pourtout 1< p<n
e Sin=1,laseulevaleur possiblepour pest p=1.

Y Ch=Ci=1letClT=C=1

n+1
k=p
e Supposons maintenant que HR soit vraie au rang n. Prenons aors pe [[l' n+1]]. Nous
avons:
n+l n
2.0 =2.Cr+CE,
k=p

_crcr

n+1 n+1

Mais d’ apréslaformule de Pascal, C?! =CP +C"*, c'est-&-dire C"; =CP, +CPi.
n+l

Ainsi, > CP=CP7 ; HR est donc vraieau rang (n+1).
=p

n
¢ Nous avons donc bien montré que ZCkp =CP! pour tout 1< p<n.
k=p

m
X
N
Il

=

t’e, f,(t)dt

n

7
IR

k4 k+2
—e}L lil Aot

SIS Iy SN o—F
T
g
||—\

=

—ﬁtdt

k+1 k+2 ]'
0

3
l—‘ &
N

gk

> (k+1)(k+2)l,.,

o
3
p_\

Il
|~ %[~ M

N

(k+1)(k+2)

XN
N}

=
11
O
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LN

n—

E(X?) =3 (k+1)(k+2)...(k+ p)

—~
©
~

Or (k+1)(k+2)...(k+ p) =

k! -= pIC

k+p

-1
Donc E(an):% P!> _C/., . Parlechangement d’indice j=k+ p, il vient:
k=0

. 1 n+p-1 )
E(xn)=Mp p! ]Z‘; C!
%r—/
¢l
dapresliil.3.a
1 +
E(an)zwp!cni;
_ 1 ol (n+p)!
ni® = (p+1)!(n-1)!
cxg) L (o)
"7 AP (p+1)(n-1)!

|
Vérification pour p=1: E(Xn):éz((nnJrli)'I: nzzl_

FIN
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