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PROBLEME |
Soit E un espace vectoriel sur R dedimension finien, B={e,,...,g,} unebasedeE et ¢ une

application de ExE dans R vérifiant :

(i) VAER, V(X Y,2)€ E?, p(Ax+Y,2)=Ap(X,y)+¢(V.2).
(i) V(xy)eE* o(xy)=0(y.X).

(iii) Vxe E, ¢(x,x)=0 ets xestnonnul aors ¢(x x)>0.

PARTIE A
A.l.  Montrer que pour tout X €élément de E, |’ application ¢, définie par :
9o, .E—-R
z—- ¢, (2)=9(x2z)
est linéaire.

A2 Soit A=(g) | lamatrice carrée de dimension n telle que 3, =¢(s.¢ ), pour tout

i,je[Ln
couple (i, j) d entiers compris entre 1 et n. Montrer que @(x,y)="X.AY ol X (resp.

Y) est la matrice colonne des coordonnées de x (resp. y) dansla base B.
A.3.a. Montrer que:

v(x¥)e E%, p(xy)|<[o(x 0] [o(y.y)]"
Indication : On pourra considérer le polyndme en A défini par ¢(x+Ay,x+A4y) et

utiliser lefait qu'il est de signe constant.
A.3.b. En déduire que, pour tout couple (x,y) d'éémentsdeE :

[o(x+y,x+ y)}llz <[o(x X)]l/z oy, y)]l/z.

PARTIEB
On suppose maintenant que E=R,[X], ensemble des fonctions polyndmes a coefficients

réels et de degré au plus 3, B:(l X,X2,X3) et: V(RQ)e E?, qo(R,Q):J':R(t)Q(t)dt.

B.1. Montrer que ¢ vérifieles propriétés (i), (ii) et (iii) ci-dessus.

B.2. Déerminer lamatrice A associée a ¢ dans labase B.
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B.3.a. Montrer qu'il existe une unique famille (F}()Oﬁk33 d éléments de E vérifiant les trois

conditions suivantes pour tout entier k(0<k<3) :
(1) d°R=k
(2 Le coefficient du terme de plus haut degré de R, est égal a 1.
(3 Vi, (0<i<k)=e¢(R,R)=0.
Indication : on pourra déterminer explicitement et dans!’ordre By, B, P, et RB,.
B.3.b. Montrer que {R,,R,P,,R,} est une base de E. En déduire que tout élément P de E

3
S écrit de maniére unique sous la forme: P:z/lkFi , 0 (4),.,., estunefamille de
k=0 o

réels.
B.3.c. Application numérique : déterminer explicitement A,, 4, 4, et A, pour P= X%+ X2,

B.4. Ondésigne par F le sous-espace vectoriel de E engendré par {1, X} et on note:
G={Re E,VQe F,p(RQ)=0}.
B.4.a. Montrer que {P,,R} est unebase deF et que G est un sous-espace vectoriel de E.
B.4.b. Véifier gue R, éément de E, est un élément de G si et seulement si on a:
¢(RR)=0¢e ¢(RPF)=0
En déduire que {P,, P} est une base de G.

B.4.c. A I’aide des questions précédentes, établir que tout éément P de E s écrit de maniére
unique: P=PF. +P, ou B. est dans F et P, est dans G. Vérifier que, pour tout
élément RdeF, on alarelation :

(P, R;)<¢(P-RP-R)
B.5. Application numérique:
En utilisant |es résultats précédents, déterminer lesvaleurs de a, et b, pour lesquelleson a:

V(ab)e R [ (t+1—at—b,) dt< [ (t+t2—at—b) .

PROBLEME 1.
Dans tout le probléme on admettraque si (a, )nZo est une suite réelle positive et bornée, alors

on définit une application G qui est C” sur |-11[ en posant :
G(x) = r]Z(;anx"" :
De plus, pour tout entier k naturel non nul, on désignerapar G* lafonction dérivée d’ ordre k
de G et on aura, pour tout xe |-1,1[ , I’ égalité:
GY(x)=> n(n-1)...(n-k+1)ax""

n>k
On considére une expérience aéatoire qui est une suite d'épreuves de Bernoulli
indépendantes, A un événement lié a chacune des épreuves et dont la probabilité de réalisation
est . Pour n>0, soit E, I'événement « A n’ est pas réalise deux fois successivement lors des

n premiéres épreuves » et appelons p, sa probabilité de réalisation.
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2.a.

2.b.

3.a.
3.b.

3.c.

4.a.

4.b.
4.c.

Onpose p, =1 et p, =1. Justifier brievement ce choix.
Calculer p, et p,.
Soit B I'événement « A ne Sest pas réalise lors de la premiere épreuve ». Montrer
que: ¥nx2, P[E,|B]=p,,. Déterminer I'événement E,NB°. En déduire, pour
tout entier n supérieur ou égal a2 :

P, = (1_05) Pr-1 +0{(1—0{) Pn-2

Pour tout xe |-1,1] et n>0, onpose F,(x)=Y pXx* e F(x)=> pX".
k=0

k=0
En utilisant larelation existant entre p,, p,, € P, ,, montrer que pour xe |-11| et
n>2, F (x), F_(x) et F,_,(x) vérifient unerelation que |’ on déterminera
1+ax
1-(1-a)x-a(l-a)x*

En déduire que pour tout xe |-L1[, F(x)=

Dans toute la suite du probleme, on suppose que o =2/3
Donner la décomposition en éléments simples de F.
Donner le développement limité al’ ordre n et au voisinage de O de F.

En utilisant la relation existant entre p, et F™, déduire la valeur de P, pour tout n
entier naturel.

Soit X la variable aléatoire égale an s et seulement si I’ événement A est réalisé deux
fois consécutivement pour la premiére fois lors des (n—l)ié'm et n'*™ épreuves.
Calculer P[X =2] et P[X =3].

Exprimer la probabilité de I’ événement [ X = n] enfonction de p, lorsque: n>3.
Calculer |’ espérance de X.
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