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CORRIGE DU CONCOURSINA/ENSA B 1999

PROBLEME |

Ce probleme a pour objet I'étude des espaces vectoriels euclidiens, c'est-a-dire des espaces
vectoriels réels munis dune forme bilinéaire symétrique que I'on nomme produit
scalaire (¢). On appligue les résultats généraux obtenus a la partie A al'espace vectoriel des

polyndémes réels de degré inférieur ou égal a 3 (partie B).

PARTIE A

Fixons xe E. Prenonsensuite Ac R ety,ze E.

= Nousavonsdune part :

= D'autrepart:
P (Yy+2)=0(X y+2)
=p(y+2zx) par (ii)
=o(y.x)+9(zx) par (i)
=0, (Y)+9.(2)

Ainsi, ¢, est bien une application linéaire.

Cette vérification est immédiate (C'est une question de cours). En effet, en notant

n

X = Z>gq et y= ZyJ ., on obtient que @(x,y)= ZnyJ (g.¢) en utilisant les

=1 i=1 j=1

relations (i) et (ii) donnéesdans|'énoncé. Ainsi, nousavons ¢(X,y)= Zny a, etdonc:

i=1 j=1
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X, Y
L'inégalité que nous allons démontrer est connue sous le nom d'inégalité de Cauchy-
Schwarz
Fixons x et y dans E et considérons le polynéme réel P(4)=¢@(x+Ay,x+A4y), comme
suggéré par I'énoncé. D'apres la relation (iii) de I'énoncé, nous avons P(1)>0, VA€ R.
D'autre part, les relations (i) et (ii) nous permettent d'obtenir que :
P(A)=p(y,y)A*+21p(X, )+ (X.X)

Ainsi, on dispose d'un trinbme du second degré en A qui est de signe constant. Cela veut dire

gue son discriminant est nécessairement négatif ou nul. On obtient ainsi que:

4p(xy) -4 (¥, Y)p(xx)<0
o(xY) <p(¥,y)e(xX)

1 1

etdonc ([@(x, y)| <@ (Y, y)2 ¢(x,x)2

Prenons x,ye E. On a @(x+Yy,x+Yy)=¢(xX)+20(x y)+¢(y,y) €, daprés la

question précédente, il vient :

1

P(X+Yy,X+Y)<o(X X)+20(X, x)% o(y.y)2+o(y.y)

1 1)\2
Cest-a-dire g(x+y,x+y)< ((o(x, X)2+o(y, Y)Zj

Comme, de plus, @(x+Y,Xx+Yy)>0, on obtient bien I'inégalité désirée en prenant les racines

carrées des deux membres de |'inégalité précédente.

PARTIE B

Prenonsdonc A€ R et P,Q,Re E.
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(i) Ona ¢(AP+Q,R)=A¢(P,R)+¢(Q,R) par linéarité del'intégrale.

(i) Cepoint est immeédiat a vérifier par commutativité dans E.
1

(i)  On a ¢(P, P):jP2 (t)dt>0 car on intégre une fonction positive (croissance de
0

I'intégrale). De plus, S P est non nul, alors P? est continue et strictement positive donc

on obtient bien que ¢(P,P)>0.

Des cal culs immédiats nous donnent que :

— _1 2 :l 3 :1
DL Ny e o)
_E 2 :1 3 :E
o(X.X)=3 o(X,X?) 4 o(X, X°) :
¢(X2,X2):% q)(XZ,XB):%
1
3 y3)_*
(0(X,X )_7
p 111
2 3 4
1111
Comme A est symétrique, on en deéduit que A = i ‘I’ ‘1" i
3 456
1111
4 5 6 7

Nous allons suivre l'indication proposee dans I'énoncé en déterminant effectivement
cette unique famille de polynomes.

= Calcul de R, : comme P, est de degré O et a pour coefficient du terme de plus haut

degre 1, on aimmédiatement que |, =1].

= Calcul de R, : lesconditions (1) et (2) nous donnent que B, = X +b. D'autre part, le

fait que ¢(P,, B)=0 nous donne que b=—% donc |B(X)=X-=|.
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= Calcul de P, : d'aprés les conditions (1) et (2) nous avons B,(X)=X*+aX +b.

Comme ¢(P,,P,)=0 et ¢(R,PR,)=0, il vient F’Z(X):XZ—X+%.
N s 32,3 1 -
= Calcul de P, : la encore nous avons |B(X)=X _EX +§X_% en utilisant

o(R.R)=¢(R.R)=9(P.R)=0.
Enfin, cette famille est bien unique car, P, étant déterminé de maniére unique, il Sensuit la

méme chose pour |les autres polyndmes.

Comme E est dedimension 4 sur R , il suffit de montrer que lafamille {R, AR, }

est une famille libre. Or ceci est immédiat car chacun de ces polyndmes est de degré différent.

Remarque :
On peut également regarder le déterminant de la matrice de cette famille dans la base B,

déterminant qui est égal a 1 car cette matrice est triangulaire supérieure avec des 1 sur la

diagonale.

Lafin delaquestion est une propriété vue en cours sur les bases d'un espace vectorigl.
0
0

Ona P(X)=X+X?= X dans la base B. La matrice de passage de labase B &
1

labase {P, P, P, } estlamatrice

p -+ 1 1
2 6 20

3

o1 -1 =
M = 5
o0 1 -3
2

00 0 1
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;1111 7
0 2 3 4| |12
L0001 1 Sllo] B
M = 10 =| 10
1 1
0 0 1 3 >
1 2 [\ |2
0 0 0 1 1
Ainsi, on peut en déduire que:
7 19 5
P=—P+—B+-F,+P
12° 10" 22 °

On a F=<1,X> donc dim, F=2. Comme P, et P, sont dans F et comme
{P,,R} est unefamillelibre (a cause des degrés), on abien que {P,, B} est unebasede F .
D'autre part, prenons R,R,€ G et A R. Pour Qe F , nous avons :

9(AR+R,.Q)=1¢(R,Q)+¢(R,.Q)=0

Donc G est bien un sous-espace vectoriel de E.

Remarque :
Ce sous-espace vectoriel G de E est appelél'orthogonal deF selon ¢.

B.4b.| Soit Re E.
= S ReG,adorsil estclairque (R P)=¢(RF)=0car B,ReF.
= Supposons maintenant ¢(R P))=¢(R P,)=0. Soit Q=4P, + 4B e F. On aalors
?(RQ)=40(RPR)+A4p(RPB)=0 etains ReG.

Cette équivalence démontrée nous donne que {P,,R} est une famille libre (a cause des

3
degres) de G. D'autre part, cette famille est génératrice : en effet prenons R= ) APeG ;
=0

nous avons 4, =¢(R,R))=0 et A4¢(R,R)=¢(R R)=0 donc 4 =0. Ainsi, nous avons en
fait R= AP, + AR,

Finalement, nous pouvons bien conclure que {P,, P} est unebasede G .



C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

Soit Pe E.

= Existence de I'écriture : comme {Poﬂ P, F’a} est une base de E, on peut écrire que

P:iAFi’.Ainsi onaP=P.+PR, enposant B. =4,R,+4ReF et P, =4FR+4ReG.
i—0
= Unicitédel'écriture:

On a tout dabord besoin de montrer que F(NG={0}. En effet, prenons

R:iﬂiﬁ € FNG. Comme ¢(R,R)=0 pour i=0,12,3, on en déduit par linéarité que
i—0

¢(R,R)=0 et donc R=0 car ¢ vérifie la propriété (iii). La réciproque étant évidente, il

sensuit que l'on abien FNG={0} .

Montrons maintenant I'unicité de I'écriture. Pour cela on considere que I'on a deux
écritures P=P:+P:=P?+P? avec P!, P’e F et P;,P’eG. On en déduit aors que
PP-P’=P.-P:e FNG car FNG est un espace vectoriel. D'oll I'on déduit de ce qui
précéde que P: —P? =P - P, =0 et donc que P =P? et P, =P?,

L'unicité de |'écriture est ainsi démontreée.

= Montrons enfin I'inégalité désirée.
Soient Pe E et Re F. Nous avons les égalités et inégalités suivantes :
9(P-RP-R)=¢(P. +P,~R P + P, —R)
=p(P.-RP.-R)+2¢(P. -RP,)+9(P,,R,)

>0 =0
car ¢ vérifie (iii) car P-—ReF et R;eG

¢(P_R’P_R)2¢(PG’PG)

Reprenons P=X°+X? de la question Rechercher a, et b, revient a
déterminer le polyndme PB. dans |'écriture P=P. + B, d'aprés la question précédente. Or,

nous savons daprés la question que P:%P()+%Pl+gPZ+P3 et donc que

PleF’o+§P1 et PG:§I32+P3. Cest-a-dire que l'on a PF:EX—E. Ains nous
12 ° 10 2 10 30

pouvons conclure que: = g et b0 = _E
[P 10 30|
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PROBLEME I

Ce probleme a pour objet I'étude d'une suite d'épreuves de Bernoulli satisfaisant a certaines

contraintes. Pour cela, on est amené a utiliser des résultats concernant les suites récurrentes,

les séries entiéres et les fractions rationnelles.

Si I'on réalise moins de deux épreuves, alors il est certain que I'événement A ne sest

pas réalisé deux fois de suite. Il est donc certain que les événements E, et E, sont réalisés.

C'est pourquoi on pose p, = p, =1.

Calcul de p, : I'événement A sest réalisé deux fois de suite lors des deux premieres

épreuves s'il sest réalisé dans chacune des deux épreuves (indépendantes) et donc

avec une probabilité decr” . Ainsi, nousavons: | p, =1-a*

Calcul de p, : la probabilité que A soit réalise lors des deux premiéres épreuves est
o’ et laprobabilité que A soit réalisé ala seconde et ala troisiéme épreuve mais pas

alapremiereest (1-«)a”. Ainsi, nous pouvons en déduire que :

p=1-(a’ +(1-a) o’ ) =1-a* (2- )

L'événement E, /B signifie que I'événement A ne Sest pas réalise deux fois de suite

ieme

de la seconde épreuve jusqu'ala n™="™" épreuve, soit en tout qu’il ne s est pas réalisé

lors de n—1 épreuves. Comme ces épreuves sont indépendantes deux a deux, on peut

en déduireque |P(E,/B)=P(E,,)= p,4|-

L'événement E, / B° signifie que I'événement A sest réalisé lors de la premiéere
épreuve, que I'événement A ne sest pas réalisé lors de la seconde épreuve et que
I'événement A ne sest pas réalisé deux fois de suite de la troisieme épreuve jusqu'a la

n'®™ épreuve. On peut alors en déduire immédiatement que :

P(E,/B°)=a(l-a)p,,.
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» En utilisant laformule des probabilités totales, on obtient :
P(E,)=P(E,NB)+ P(EnﬂB°)
=P(B)P(E,/B)+ P(EnﬂBc)

Donc il sensuit que |p, =(1-a) p,_, +a(1-) p,.,|.

Soient xe |-1,1] et n>2. On ales égalités suivantes
:Z pkxk
k=0

= Po+ PX+ Y BX
k=2

+ x+kZ:‘[(1—0() P+ a(a-1)p_, X

e (1-0) 3 Pt (=13, b
=1+ x+(1-a) XZ P X +a(a-1)x Zpk 2
k=2

Donc, en changeant lesindices, on obtient :

F.(X)=1+x+(1- sz_i‘pkx +o(a i
:1+x+(1—a)x(anl(x)—1)+a(a—1)x2Fn72(x)

On trouve finalement que

F.(X) =1+ax+(1-a)xF,, (X)+a(1-a) X°F,_, (X)

On fait tendre n vers +oo (F, converge vers F ) dans larelation précédente pour obtenir :

F(X)=1+ax+(1-a)xF (X)+a(1-a) X*F (X)

De cette relation, on déduit alors que
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On prend maintenant o = % :

Onaains

1+gx
3
1 2,

1-—x-—X
3 9

_ 9+6x
9-3x—2%°
3 6x+9

—2(x—2j(x+3)

F est donc une fraction rationnelle avec deux poles simples.

F(x)=

On en déduit immeédiatement que

F(x)=eo
3-2x  x+3
On utiliseledéveloppementIimitéli= X‘+0(x") valable au voisinage de 0.
—X k0
En effet, on a
(x)=ot L
3-2X Xx+3
_1_4 1
3l1-2y 14X
3
1 a2 Y ( xjk
==|4) |=x| =) |—-=] |[+o(X
s\ B5) 2 Jrote)

D'ou I'on déduit que

Il s'agit du développement limité de F (x) au voisinage de 0.
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Un résultat classique du cours sur les séries entieres nous permet de dire que

(n) n+2 _ (. n
P, = F nl(O)' D'apres la question précédente, on a F(“)(O):nlzs# et ains on
obtient
2n+2_ _1 n
Py =%

Rappelons que I'on atoujours o = % :

4.2,

= Dire que X =2 dignifie que I'événement A est réalisé deux fois consécutivement

pour la premiére fois lors des deux premiéres épreuves donc

4
P(X=2)=a?==
(X=2)=a"=3

= Direque X =3 signifie que l'événement A est réalisé deux fois consecutivement pour
la premiére lors de la seconde et de la troisieme épreuve (et donc que A ne sest pas
réalisé lors de la premiére épreuve). Ainsi, nous avons

P(X=3)=(1-a)o’ :2;47

Direque X =n signifieque:
= |'événement A ne sest pas réalisé deux fois consecutivement lors des n—3 premiéres
€preuves.
= ['‘événement A nesest pasréalisélorsdel'épreuve n—-2.
= |'événement A Sest réalisé aux étapes n—1 et n.

Par indépendance de ces événements, nous pouvons alors en déduire que :

P(X=n)=p,,(1-a)a’



C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

Mais d'autre part, nous avons p, =(1-«)p,_,+a(1-a)p,, pour tout n>2, ce qui nous
permet de deduire, aprés quelques calculs, que p, , (1—a)a2= p,,— P, € ans nous

trouvons que :

P(X=n)=p,,—P,|-

On a, d'aprés la question précédente,

D'autre part, on a

+oo

> n(Pr=Pr) =2 0P,— P,
n=3 n=3 n=3
=Y (D) Ppa+ Y Pram 2,
n=3 n=3 n=3
:Z.onpn +i pn—l_inpn
n=2 n=3 n=3

=2 p,+ i P
n=3

Ains,ona
8 4 &
E(X)=242[1-2
(x)-2+21-5)+E .,
~2+3p,
n=2

Mais la série du second membre peut se déterminer en utilisant I'expression de p, trouvée a

la question

En effet :
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3 p, =2x Lz_l_é_ﬂ N Ll_“l_l _7
= 1.2 739,139 4
3 3
. _ 15
Nous pouvons enfin en déduire que |E(X) =7l
FIN
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