C. Bgjard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

CORRIGE DU CONCOURS BANQUE AGRO B ET BE 2001

L'objet du probleme est I'utilisation de la fonction de Gauss pour introduire une famille de
polynémes (partie |) nous servant a résoudre une équation différentielle a la partie I1. Les
parties |11 et 1V, indépendantes du reste du probléme mais pas indépendantes entre elles, ont

pour objet respectivement |'étude de I'intégrale de la fonction de Gauss fonction de sa borne
supérieure et I'étude de la quantité p(a,&)=P([X >a+e]/[X >a]) lorsque X stit uneloi

exponentielle ou une loi normale centrée réduite.

PARTIE | : Une famille de fonctions polynomiales.

Lafonction i est composée de fonctions de classe C™ sur R donc, on peut en deduire

que  est également de classe C™ sur R.

Il est utile de remarquer queP, (x) = , Vne N, Vxe R.

Ains, nous avons :

(0)
PO(X): l// (X) _ l//(X) :1
w(x)  w(x)
En remarquant que i’ (x) = —xi (x), on trouve que
R(x)=x
De méme, en remarquant que y”(x) = (x>~ 1)y (), on trouve que

R, (x)=x*-1

Soient ne N et xe R.Ona:
P/(X)-xP, (x) = vV2zxe2y™ (x) +V2rezy'™ (x) - xv/2ze2 " ()

= J2zery™ (x)

=P

(%)
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On raisonne par récurrence sur ne N
e D'aprés la question , nous avons R,(x)=1, donc PR, est bien une fonction

polynomiale de degré 0 a coefficients entiers.

e Supposons maintenant que P, soit une fonction polynomiale de degré n acoefficients
entiers (hypothése de récurrence).
Alors x> P/(x) et x> xP,(x) sont également des fonctions polynomiaes a

coefficients entiers. De plus, P/(x) est de degré n—1 et xP,(x) est de degré n+1.

Donc x— P

n+l

(x) est bien une fonction polynomiale de degré n+1 a coefficients

entiers.

e On adonc bien le résultat souhaité.

De la méme maniére, on raisonne par récurrence sur ne N.
e D'apréslaquestion 1.2, nous avons P (x)=1, B(x)=—x eth,(x)=x*-1.
e Supposons, par hypothese de récurrence, que le coefficient du terme de degré n dans
P, soit (-1)".
D'apres la question , le coefficient du terme de degré n+1 dans P,,, est égal au
coefficient du terme de degré n+1 dans —xP, (x), cest-&-direa —(-1)" = (-1)"", par

hypothése de récurrence.

e Ainsi, nous avons bien montré que, Vne N, le coefficient du terme de degré n dans

P, est (-1)".

D'apres la question , on sait que y est dérivable sur R et de plus,

X2

¥xe R, onay’(x)=——xe 2 =—xy(X).

Jor

D'oui I'on déduit que ' (x)+xy (x) =0, ¥Yxe R.
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Nous allons raisonner par récurrence sur ne N .

e Grécealaquestion , on vérifieimmédiatement que

R, (X)=-xB(X)-R(X), Vxe R.

Nous avons donc bien le résultat souhaité pour n=0.

Supposons maintenant, par hypothese de récurrence, que la propriété a démontrer soit
vraieaurang n. C'est-a-direquel'on a
P.(X)==-XxP(x)-(n+1)P (x), Vxe R.

n+l

En multipliant chagque coté de cette égalité par y(x), nous obtenons
P, (X)w(X)==xP(X)w(x)-(n+1) P, (X)w(X), Vxe R.
Et donc, puisque " (x) = R, (X)w(X), Vke N, il vient
p"? (%) = —xp ™ (x) - (n+ 1)y (x), VxeR.
En dérivant cette identité, il vient
(0 = ()= () =(n+ ™ (3
=—xpy " (x) = (n+2) " (x)

Enfin, en divisant cette identité par w(x), non nul, et en réutilisant le fait que

vxe R.

) (x) =R (x)w(x), Vke N, nous obtenonslarelation suivante :

Pus (X) = =XB,,2 (X)=(n+2)R

n+l

(x), Vxe R,

ce qui est bien larelation recherchée au rang n+1.

Finalement, nous avons bien montré que

P.,(X)=-xP

n+2 n+l

(x)=(n+1)P,(x), Vxe R et Vne N.

Un calcul immédiat nous montre que P, (x) = xP,(x)+ P,

n+l

(x), ¥xe R et Vne N.

Prenons maintenantne N . En dérivant I'identité précédente et en I'utilisant pour n+1,

on obtient :
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P/(X) = Py (X)+XP,(X)+ P, (%)
=P, (X)+XP/(X)+ XP,., (X)+ P,,, (X)

Mais comme P, (x)=-xP,,,(X)—-(n+1)P,(x) daprés la question précédente, on

obtient bien le résultat recherché.

PARTIE Il : Résolution d'une équation différentielle.

Avant deregarder si f, est linéaire, il faut d'abord Sassurer que f, est bien a valeurs
dans E, .

e Soit Qe E, . Il estclair que f,(Q) est une fonction polynomiale a coefficients réels.
Reste a voir son degré : en confondant Q avec son polyndme associé, on a
deg(Q) <k, donc deg(Q)<k-1 et donc, on en déduit que deg(XQ')<k et que
deg(Q")<k-2<k.

Ainsi, deg( f, (Q))<k etdonc f, (Q)e E,.

e Pour montrer lalinéarité de f,, prenons P,Qe E,, A R et xe R.Ona:

f (AP+Q)(x) x(/1P+Q)’( )-

x(4P
ﬂ(x (x
Af

1 )( )+f (Q)(x)

D'ou :
f (AP+Q)=Af (P)+ f,(Q).

On aainsi montré que f, est un endomorphisme de E, .

On a dim(E,)=k+1=card(B,), donc il suffit de montrer que R,,.....,R, est une

famille libre dans E, . Ceci est immédiat car les polynémes P, i =0..k, sont tous de degré

distinct (degP =i d'aprés [1.3b.)).
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Soit me [0,k]. En utilisant la question [1.5.], on obtient, ¥xe R :

f (P)(X) = xP; (X) = Pr(x)
= XP,(X) = (xP; (x)—mP, (x))
=mP, ()

Ainsi, P, est un vecteur proprede f, associéalavaleur propre m.

D'apres la question précédente, nous avons f, (P,)=mP,, ¥me [0,k]. Donc on en

déduit lamatrice M, :

D'ou I'on déduit immédiatement que M, est derang k.

e D'aprés le théoreme du rang, nous avons dim(ker f,) =1. D'autre part, la question

précédente nous donne que R, est dans ker f, . 1l en constitue donc une base.
e Pour me[1k], ona f (P,)=mP, et donc fk(%“j: P,, par linéarité de f, . Ceci

nous donne que P,eIm(f,). Ains, (B,....,R) est une famille (libre d'aprés

[I1.2a]) de Im(f). Comme dim(Imf)=rang(M,)=k, on en déduit que

(R,.....R) estunebasede Im(f,).
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D'apres , onsait que, Vxe R,

P, (x)=1
R (x)=-x
R (x)=x*-1

Laquestion nous donne de plus que, Vxe R, P,(x) =P, (X)—XP,(x)=-x"+3X.

On écrit alors que T =A4,R + AR+ AP, + A,R, e, en identifiant les coefficients, on obtient

que (A, A Ay 45,) = (0,4.1.2).

L'équation (L) est équivalente al'équation f,(Q)=T, dinconnue Qe E,.
e Tout dabord, remarquons que la résolution de cette équation est possible car
Te vect(R,P,,R,) etdonc Te Im(f,).
e D'aprés |la question précédente, on a T = 4R, + P, + 2R, et donc, il suffit de trouver les
antécédents de 4F,, de P, et de 2P, gréce alalinéarité de f,.
En se servant de la question , on obtient immédiatement que

f,(4R) = 4R, f{%}% et f{é%}zg.

Aing, on a, par linéarité de f,,

P, 2
f3(4ﬂ+32+§P3j:T :
D'ou Q, :4P1+%Pz+§P3, Cest-a-dire Qo(x):—§x3+%x2—2x—%.

Comme Q, et Q sont solutionsde (L), ona f;(Q;)=f,(Q)=T. On peut alors en
déduire que :

f,(Q-Q) = ,(Q)~ f5(Q)
=T-T

Donc Q-Q, € ker f,.
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e Soit Q unesolution del'équation (L ). Nous venons de voir que Q—Q, € ker f;.

Or, d'apresla question ,ona
ker f, =vect(R)
={AR}.cx
Donc, 34€ R tel que Q-Q, = AR, Cest-a-dire Q=Q, + AR € E,.
e Réciproguement, il est clair que tout élément de la forme Q,+ AR,, avec A€ R, est
solution de |'équation (L) dans E,.
 Ainsi, I'ensemble des solutions de I'équation (L) dans E, est

2., 1 1
+ AR} e =X Ao X = 2% T4
{Qo O}AER { 3 2 (2 j}AeR

PARTIE Il : Un équivalent en +e.

111.1.| g, et g, sont produits et sommes de fonctions continues et dérivables sur R’, . Donc

ces deux fonctions sont continues et dérivablessur R, .

e Comme limy(x)=0 et comme IimE:O,on aimmédiatement que lim g,(x)=0.

X—>+o0 X—>+o0 Y X—>-+o0

N .1 . .
e Deméme, en remarquant que lim — =0, ontrouve bien que lim gl(x) =0.
X—>+oco X X—>+oo

111.3.] Prenons xe R’,.

’

e Comme y(x) =-xy(X),ona:
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D’ou
61 (0= (x) - (1L
e Deméme, ona:
gi(x)—w’(x)(é—%]w(x)(—x—lﬁ%
—ow (9 2L w0542
=y (e L3
:y/(x)(—l+%j

Prenons xe R’,.
1 1 1
e Onawy(x)>0et 1+?>1, donc z//(x)(1+7j>z//(x) et —w(x)(1+7j<—z//(x).
Clest-a-direquel'on a g; (x) < - (x), daprés laquestion précédente.
. Ona%y/(x)>0, donc —I/I(X)+X—3;W(X)>—W(X) et donc g; (x)>-w(x), toujours
d'aprés la question précédente.

e Finalement, nous avons bien les inégalités souhaitées.

Prenons x,ye R, vérifiant x<vy.
e Montronsque @ (y)-P(X)< gy(X)—-g,(Y).
D'aprés la question précédente, on a g;(t)<-y(t), Vte[xy|. En intégrant alors

cette inégalité, il vient :

Clest-a-dire
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Comme |e second membre de cette inégalité est égal a @ (x)—®(y), nous pouvons en
déduire I'inégalité
9o (¥) =G (X) @ (x)-D(y)

Et donc, il vient

e Montronsque g,(Xx)—g,(y)<®(y)-P(x).
D'aprés la question précédente, on a - (t)<g;(t), Vte[xy|. En intégrant alors

cette inégalité, on obtient

Y y

—[w(t)dt< gy (t)t

X

Clest-a-dire

oo y
—(J' w(t)dt+ J. y/(t)dt]s g, (y)-a.(x)
Et ainsi, on obtient comme plus haut que

9 (X)= g, (y)s@(y)-2(x)

e En conclusion, nous avons bien montré que

9. (X) = 9. (¥) S @ (Y) =@ (X) < G (X) = 9o (¥)
Soient x,ye R, telsque x<y. On fait tendre y vers +o dans les inégdlités de la
guestion précédente. On obtient alors le résultat souhaité en utilisant les égalités suivantes :

lim gy (y)= Jim g,(y)=0 et lim &(y)=1.

[11.7.] En utilisant les expressions de g, (x) et de g, (x), laquestion précédente nous fournit

les inégalités suivantes :
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D'ou I'on déduit que

i<1—<b(x
271
X

N—
IA
=

1-

x

. 1-P(x
L e théoréme des gendarmes nous donne alors que lim () =1

x—teo 1

;'//(X)

D'ou I'on déduit I'équivalent demandé.

PARTIE IV : Evaluation de |la queue de distributions
de probabilités.

Prenons «,£€ R . D'aprés la définition d'une probabilité conditionnelle, nous avons

):P([X >a+e]()[X >al)

P[X > ]

p(a.e

Mais [X >a]c[X >a+¢], donc P([X >a+e](\[X >a])=P([X >a+e]).
Ainsi
P([X>a+e])

P[X > ]
:1—P([X <a+e)

1-P[X <]

_1-F(a+e)
- 1-F (a)

p(a, €)=

Notons f ladensitéde X . Onsaitalorsque f est définie de lamaniére suivante :

f(t)=4Ae™ sit=0et f(t)=0 sinon.
Pour tout xe R, onaalors F, (x)= I f(t)dt.

D'aprés ce qui précéde, on obtient :
e Pour x<0, F, (x)=0.
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|V.2.b.| D'aprés ce qui précéde, on a, pour «,e€ R, ,

1-(1-e*)
1-(1-e*)

e—l(aﬁf)

p(a,€)=

On en déduit immédiatement que lim p(a,&)=e7.

Q—>+oo
En notant toujours f ladensitéde X ,ona, pour te R :

2
2

Soit xe R.Ona
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1-Fy (a+¢)

. Donc
1-F (@)

Soient @,e€ R'.. D' aprés laquestion [IV.1], ona p(e,é&)=
1-®(a+e)

on peut déduire de la question précédente que p(a, &)= ()
-0 (x

y(a+e)

La question nous donne aors que p(a,s) est équivalent & < +i lorsque
~y(a)
o

o tend vers +o a ¢ fixé. Mais, d'autre part

1
a+€w(a+8) _a ylate)

il/l((l) a+e y(a)
o
7(a+e)2
__x e 2
a+e -~
e2
_ (04 e—ae—%
a+e
D'ou I'on déduit que
1 v(a+e)
lim 0”5 =0
;‘//(0‘)
Ainsi, on obtient que
lim p(a,e)=0

Soient or,c€ R..Ona
P(la< X <a+e])=F (a+e)-F
=0(a+e)-P(a
=0(a+e)-P(a

x
—~
T R
~

Donc

P(la<X<a+e]) 1-0(a) +<I>(0:+£)—1
P([a < X]) P(la<X]) P([la<X])
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Mais comme
P([a<X])=1-P([X <])
=1-F, (@)
=1-P(a)
On aboutit al'égalité suivante :
P([a<X<a+g]): +CI)(05+8)—1
P([ar < X]) 1-®(a)
. 1-0(a+e)
T 1-0(a)

Et, finalement, en utilisant la question :

P(la< X <a+e])
P([ar < X])

=1-p(a,e¢)

L a question précédente nous donne alors que, pour & fixé,

- P(la<X<a+e])
A P([ar< X]) =1

On en déduit I'équivalent recherché.

FIN
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