C.Bgard & S. Charles (Mise ajour du 16/05/2003)

CORRIGE DU CONCOURS BANQUE AGRO B ET BE 2002

L'objet du probleme est I’ étude probabiliste d’un jeu. La premiére partie porte sur un jeu a
deux joueurs; on y retrouve facilement des résultats classiques. La deuxiéme partie, sur un
jeu atroisjoueurs, fait appel ades notions d’ algebre linéaire permettant finalement de calculer

la probabilité pour que le joueur favori I’ emporte.

1. Premieére partie

e Commengons par regarder ce qui se passe lorsque n=1.
P(A) est la probabilité que J, gagne au premier coup et donc que J, perde au premier
coup, d'ou :

P(A)=p,(1-p,) : J, doit éliminer J, maissansque J, nel’éimine
P(B,) est la probabilité que J, gagne au premier coup et donc que J, perde au premier
coup, d' ou :

P(B)=(1-p,)p, : J, doit éliminer J, maissansque J, nel’éimine
P(C,) est la probahilité que la partie soit nulle au premier coup, et donc que J, et J,
S éiminent mutuellement au premier coup, d’ou :

P(Cl) = PP,

e Regardons maintenant la situation lorsque n= 2.

P(A,) est laprobabilité que J; gagne au deuxiéme coup, donc que J, et J, ne gagnent pas

au premier coup, et que J, perde au deuxiéme coup, d’ ou, par indépendance, :

P(Az):(l_ pl)(l_ pz) pl(l_ pz)

J, etJ, negagnent pas J, gagneetJ, perd
au premier coup au deuxiéme coup
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Par un raisonnement analogue au précédent, on obtient :

P(Bz):(l_ p1)(1_ pz) (1_ pl) P,

J;, etJ, perdent J, gagneet J; perd
au premier coup au deuxieme coup

P(C.)=(1-n)(-P) B,

J, etJ, perdent  Ji € Jo gagnent
all premier coup au deuxieme coup

e Enfin, par récurrence immeédiate, il vient Vne N :
P(A)=[(1-p)(1-p.)]" p.(1-p.)
P(B)=[(A-p)(A-P.)]" (- p) P,

P(C)=[1-p)(1-p)]" mP,

e Montronsque A= JA,.

n=1

S J, gagne, dors Ine N* tel que J; gagne au n-iéme coup, donc AC U A, .

n=1

Sil existe ne N” tel que J; gagne au n-iéme coup, alors J; gagne et donc A, c A. Comme

ceci est vrai Vne N*, alors | J A c A.

n=1

Finalement on abien A={ J A, .

n=1

e Ondémontre par un raisonnement analogue que B=|_ JB, etque C=| JC, .
n=1 n=1

e Enfin, s m=n, aors J, ne peut gagner a la fois au m-iéme et au n-iéme coup, donc
A.NA =2. Aing, les A, sont deux & deux digoints et on en déduit immédiatement

que :
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e Delaméme maniére, nous avons :

»(5)-7(Us, |- 2P(8)

n=1 n=1

P(0)-#[Ue, |- Zp(e)

n=1

e Compte tenu de ce qui précede:

oo

=>[(1-p)1-p)]" p(2-p)

n=1

= p(-p) Y- p)-p)]"

n=1

Z[(l— p)(1- pz)]n_l est une série géométrique de raison strictement comprise entre —1 et 1

]
(on rappelleque 0< p, <1 et 0< p, <1) ; cette série est donc convergente et de somme égale
a:
1 ~ 1
1-(1-p)(1-p,) P+P- PP,

Par conséquent :

_ pl(l_ pz)
SRRy ey

_ pl(l_ pz)
P(A)_ pl(l_ p2)+ P,

En procédant de méme pour les deux autres calculs, on obtient :

_ (1_ pl) P,
F)(B)_(l— )P+ By

P(C)= p1p2
Pt P~ BB,
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e Lejeu sepoursuit indéfiniment si les évenements A, B et C ne se produisent jamais. Si on
note P cette probabilité que le jeu se poursuive indéfiniment, on a:
P,=1-[ P(A)+P(B)+P(C)]
pA-p)  (@-p)p, _ pp,
p(A-p)+p, (I-p)P+p P+P,— PP,
_(P+p,-pp,)-p(1-p)-(1-R) P~ PP,
Pt P~ PP,
— Pt B = PiB =Pt PP, =P+ BB~ PP,
Pt P~ PP,

P.=0

=)

2. Deuxiéme partie

Par commodité d écriture, on pose p, =§ R 1 e p,= 1

2 3

Lorsque les trois joueurs jouent ensemble, J, n'est pas visé puisqu’il est le moins fort. Par
conséquent, il ne peut pas étre éliminé et on ne peut pas passer de I'état E, ={J,,J,,J,} a

I'éat E; ={J,,J,] enunseul coup.

e p, estlaprobabilité de passer de E; ={J,,J;} a E =0, i.e. laprobabilité pour qu'il y
ait une partie nulle entre J, et J,. Autrement dit, p,; est la probabilité pour que J, et J,

réussissent leur tir simultanément :

2.1 2

Ps = PP = Pis =§X§:§

e p,, estlaprobabilité de passer de E, ={J,,J,} a E,={J,}, i.e laprobabilité pour que

J, gagne en jouant contre J, :
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Pss est la probabilité de rester a I'état E;={J,,J;}, i.e. la probabilité que J, et J,

perdent tous les deux :

1 2 2
Pss =(1— pl)(l_ ps) = Ps=5X5=¢

33 9
e p,s=0,car J, nepeut pas gagner dans une partie ol les seuls joueurs en présence sont
J, et J,.
e p,s=0,car J, nepeut pasjouer contre J, (etat E;) alors qu'il a dgja été eliminé (etat

E,).

e p,;=0,cars J, adgaétéelimine (état E;), lapartie ne peut plus comporter 3 joueurs.

1 0 2
P={0 1 1
0 0 -1
1 0 2)y1 0 2 1 00
P’=0 1 1|0 1 1|=(0 1 0l|=I,
0 0 -1)l0 0 -1 0 01

Pour démontrer que pour tout n entier naturel non nul, on a: R"=PD"P, on procéde par

récurrence :
e Sin=1:
1 0 2)2 0 0)1 0 2
PDP=1011030011
900—100100—1
1 0 2)2 0 4
=1011033
900—100—1
2 0 2
=1032
9001
=R

e  Supposons que pour un n donné, entier naturel non nul, R" =PD"P..
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PD""'P = PD"DP
=PD"P°DP car P’ =1,
= PD"P PDP
—_—

R" R
=R"R
- Rn+l

e Onenconclutque Vne N°, R"=PD"P.

On procede la encore par récurrence.

1
e Pour n=1, onabien H:(J gj - ¢’ est la définition.

.o (L Q(L+R+R*+._.+R™)
e Supposonsquepour un ne N, II" = :

0 R"
HI’H-].:Han
(I, Q(L+R+R*+.+R"™))(1, Q
- 0 R" 0 R
(1, I4.Q+Q.(I3+R+R2+...+R”‘1).R
0 R"R
I, Q(L+R+R*+...+R"
= (: (3 Rn+1 )] CarI4.Q:Q.13(=Q)

I, Q(L;+R+R’+._ . +R")
0 R '

e On peut donc en conclure que Yne N°, 11" :(

On procéde encore une fois par récurrence.
e Soit n=1.0Ona:
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2/9 1/6 0
49 0 0
0 130
19 16 4/9
2/9 0 2/9
0 13 2/9
0 0 19

=

Il
O O O o o ok
O O o oo kr o
O O oo kr oo
O O ok oo o

Il faut vérifier que P[ X, = E ]= p,;, oU p,,est le k-ieme éément de la septieme colonne de

IT, pour k=1...7.

P[X,=E;]=0 car J, ne peut &re éiminé en un coup dans une partie a 3 joueurs
(voir question [2.a.]). Pour lamémeraison P[X, = E,|=P[X, = E,]=0.

P[X, =E,] estlaprobabilité que « J, élimine J, et que J, éimine J, » ou bien que
« J, et J, s éiminent mutuellement » :

1 2 2 1 4
P[X,=E,]= p.p + p,p, = =X=+—=x==—
[X,=E,]=p;p.+ PP, 35373%379

P[X, = E;] est la probabilité que « J, éimine J, , mais J, et J, n'éiminent pas

J»:

X

winN
Il
©olN

P[X1: Es]: pl(l_ pz)(l_ p3):§><

N[~

Pour P[X, = E;] notons:
w, :I"événement « J; élimine J, »
w, :1'événement « J, élimine J; »
w, . |I'événement « J; élimine J, »
P[X,=E]=P[@,N(w,Uw,)]
=P|@,|xP|w,Uw,] par indépendance
= P[@,|x(P[w,]+ P[w;]-Plw,Nw,))
= P[&, | (P[w,]+ P[w,]- P[w,]xP[w,]) par indépendance
=(1=p)( P2+ Ps - P.Ps)
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111 1) 2
P[X,=E]=2| Z+=-=x=|==
| al (2 3 2 3) 9
- P[X,=E,] est laprobabilité qu' aucun desjoueurs ne soit éliminé en un coup :
1 1.2 1
[Xi=E]=(1-p) (1= P.) (1= P) = 35X 5=

Les P[X,=E,]=p,;, 1<k <7, sont donc égaux aux termes de la septiéme colonne de II.

RAPPEL : La formule des probabilités totales

Définition :

Des sous-ensembles B, B,,..., B, d'un ensemble © forment une partition de €

S :
- Lessous-ensembles B sont deux adeux digoints,
- Q=BUB,U...UB,.

Théoréme:

S B,B,,...,B, forment une partition de €, la probabilitt P(A) dun

événement A quelconque de Q est égalea:

p(A):k P(ANB,) quel’on peut encore écrire P(A) = k:nP(A/Bk) P(B)

k=1 k=1

]
=

e Soit ne N". Supposons que P[X, = E]=p,,(n), 1<k<7, 00 p,(n) est leterme de

lak-iéme ligne, septiéme colonne de I1".

Les événements { X, =E,}, 1<k<7, forment une partition de I’univers car le jeu est dans

I”un de ces 7 états au n-iéme coup. Ainsi d’ apres le théoréme des probabilités totales, on peut

écrire :
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P(Xn+1 = Ek)=zp({xn+1 = Ek}m{xn = E})

=2 P({X,.=E}/{X,=E})P(X,=E)
Avec les notations introduites précédemment, on a:
P({X,.=E}/{X,=E})=p,.i.e I'8ément de lak-iéme ligne, i-iéme colonne de I, car
lejeupassedel’ éat E al'état E, .
P(X,=E)=p,(n),i.e I'éément delai-iemeligne, septiéme colonne de I".

Par conséquent :

F’(Xn+1 = Ek)=ii7: pk,i'pi,7(n)

i=1
Compte tenu de la définition de p,; et de p ,(n), cette somme correspond en fait au terme

n+l

de lak-iemeligne, septiéme colonne de TL.II" = ™.

Ainsi, nous avons bien démontré que P(X,,, = E )= p.,(n+1).

e On peut donc en conclure que Yne N°, P[X, =E=p,,(n), 1<k<7, o0 p,(n) est

le terme de la k-iéme ligne, septiéme colonne de 1" .

D’ aprés la question [2.c.], on sait que R* = PD*P

R¥ = PD*P
1 0 22 0 Oo)Yy1 0 2
=§o 1 1|0 3 0//0 1 1
00 -1)l0 0 1/l0 0 -1
1 0 2\(2x 0 2¢* . 2 0 2¢-2
=50 1 1 0 3 3F|l=4l0 3F 31
00 -1)l0 0 -1 0 0 1
2k+l_2
Latroisiéme colonne de R* est donc : 9—1k 3F-1
1
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Le terme situé & la deuxiéme ligne, troisiéme colonne de QR¥, que I’on notera [QRk]

(23)

S obtient aisément, en multipliant la deuxiéme ligne de Q par latroisiéme colonne de R* que

I”on vient juste de calculer :

2k+1_2
1.1
[QR"],, =opx=(8 0 0)) 3-1
1
L1 g
_gkxzxgxs(z '-2)
= gilx%XSXZ(Zk -1)
8(2-1)

[QRY] | ==

e Lejeuest|'éat E, apréslen-iémecoup s J, agagné au n-iéme coup ou avant. Donc :

{Xn = Ez}:gpk

Commeles A sont deux adeux digoints, on en déduit immédiatement que :

k=n
P(Xn=E2)=P( Aj
k=1
k=n
=2.P(A)
k=1
. . 8 2 n-1 1 n-1
e Prenons maintenant ne N' et montrons que P(Ah):5 s “lg ,

Remarguons d'abord quesi n=1, alors P(Al):o car J, ne peut pas étre éimine au premier

coup. Laformule est donc vérifiée et on peut donc supposer maintenant que n> 2.

D’ aprés |’ égalité précédente, nous avons:
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Or p,,(n) est le terme situé a la deuxiéme ligne, septiéme colonne de I1", i.e., d'aprés la

guestion 2.d., le terme situé ala deuxieme ligne, troisiéme colonne de la matrice

k=n-1

Q(I,+R+R*+..+R"™)= 3" QR
k=0

Ainsi, p,,(n) est la somme des termes situés a la deuxiéme ligne, troisiéme colonne des

matrices QR¥, avec 1<k <n-1. En utilisant la question 2.f., on obtient :

et 8(2¢-1)

k+1
k=0 9

P27 (n) =

De laméme maniére, on peut écrire :

k=n-2 k_
p,;(n-1)= S(zm 1)
k=0
Ainsi :
ken1 8(2X —1) kene2 8(2-1
P('Ah): — (9k+1 )_ — (9k+l )
8(2"-1)
9"

o llresteenfinacaculer P(A) :

Z(—j et Z( ] sont deux séries géomeétrique de raison strictement comprise entre —1 et

n>1 n>1

1, et de sommes égal es respectivement a —> et il .
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FIN
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