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Chapitre 1 : Equations Différentielles dans R
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1 Introduction

1.1 Un peu d'histoire

La notion d'équation différentielle apparait chex tnathématiciens a la fin du X¥ifsiecle.
Encouragé paHuygensa étudier les mathématiqudsibniz seral'inventeur en 1686 en
méme temps quilewton du et intégral(Nova methodus pro maximis et
minimis 1684-86).

* A cette époque, les équations différentiellesrgduisent en mathématique par le biais de
problémes d'origine mécanique ou géométrique, copanexemple :

- Mouvement du pendule circulaire,

- Probleme du mouvement de deux corps s'attirant efletnent suivant la loi de la
gravitation Newtonnienne.

- Probléeme de I'étude de mouvements de corps "dlastiq(tiges, ressorts, cordes
vibrantes).

- Probleme de l'équation de la courbe (appelée ctt@jraecrivant la forme prise par
une corde, suspendue aux deux extrémités et soarsise propre poids.

* Vers 1700, beaucoup de ces problemes étaient déjallgment ou totalement résolus et
guelques méthodes de résolution mises au pointuitendes mathématiciens se sont
progressivement intéressés a des classes de pphlaslarges d'équations différentielles.
Assez curieusement, légjuations différentielles linéaires a coefficientsonstantssans
second membre qui apparaissent maintenant comme les plus sanpkefurent résolues
qgu'en 1739 par Euler. Il ne faut pas oublier queyrpes mathématiciens de cette époque,
le maniement de la fonction exponentielle n'étag pncore familier.

= Dans la phase que nous venons de décrire, les maticéens s'attachent acalcul
effectif d'une solution.

* Vers 1870 Fuchs, puis Poincaré, vont inaugurer ouv@au champ de recherche. Le
calcul effectif des solutions est la plupart du penimpossible, mais on peut chercher a
déduire de I'examea priori de I'équation, lepropriétés des solutions.

« Enfin, le développement moderne des moyens de Icajoute a cette panoplie la
possibilité de calculemumériquement dans un temps raisonnable, dsslutions
approchéestrés précises d'équations différentielles ou derp les propriétés que I'on

peut attendre des solutions.
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= Dés le début du X&™ siécle, les équations différentielles ont troue rbmbreuses
applications dans les Sciences de la Vie, lors@j@Epparue la nécessité de relier le sujet
biologique réel et la représentation qu’on en daod@irteavers un objet mathématique, que

I'on appelle utmodéle mathématique

1.2 Un exemple simple en dynamique des populations : Malthus (1798)

La dynamique des populations est I'étude de lassamice d’une ou plusieurs populations,
dans un environnement donné, qu’elles soient isobke en interactions les unes avec les
autres.

Considérons une population isolée, dont on désigfifectif, la densité ou la biomasse au
tempst par la variableN(t). L'accroissement de cette population est alorstfon des
naissances, des morts et des processus de migdesomdividus de la population vers ou
depuis un autre environnement.

D’un point de vue plus formel, on peut écrire qaedroissement de la population est régi par
une équation du type :

dN(t) : N
T = nalssances morts+ migration

Bien que suggéré tres tét par Euler, on attribyeicdant & Malthus (1798) le modeéle le plus
simple, proposé pour décrire I'évolution dans lenge d’'une population isolée. Les
hypotheses sous-jacentes au modele de Malthusesosuivantes :

1. Le processus de migration est négligé.

2. L'accroissement absolu de la population en termefedtif (respectivement densité
ou biomasse) est supposé proportionnel a I'effe@spectivement densité ou
biomasse), et a la longueur de lintervalle de temgelon une échelle continue,
pendant lequel on mesure cet accroissement.

3. Les individus de la population sont supposés isalégquivalents,e., qu’'on ne prend
pas en compte ni d’interaction entre individusdeistructure d’age, ni de régulation
de la croissance.

4. La taille de la population (en termes d'effectie dlensité ou de biomasse) est
correctement représentée par sa moyenne.

La traduction directe de telles hypothéses re\Aesttrire :
AN(t) = rN(t)At
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Ou AN(t) représente l'accroissement absolu de la populatdn I'intervalle de temps
pendent lequel on mesure l'accroissement,r die coefficient de proportionnalité. En

supposant que le raisonnement reste valable pooetdes variations di il vient :

dN(t)
— = rN(t 1.1
o =™NO a1
o 1 dN(t) 3 : : .y
Ainsi, r:WT représente le taux de croissance relatif (ou nsédue) de la

population, que I'on appelle encor@ux de croissance malthusierCe parametre intégre
donc a la fois les naissances et les morts quienttent la croissance de la population :

b > 0 le taux de natalité naturelle de la popule

r=b-d avec{d >0 le taux de mortalité naturelle de la population
L’équation (1.1) correspond au modele de Malthugus connu sous le nhom daodele
exponentiel; nous verrons pourquoi au paragraphe 1.2.1.

Le modéle de Malthus a par exemple été utilisé pi#Earire I'évolution de la taille de la

population mondiale des années 1600 a nos joussvaleurs prédites pour les parametres du

modeéle sont N0'~*10'3 (taile de la population au début du XVlisiécle) et

b-d=0.015an".

Taille de la population mondiale
(en milliards)
8t

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 Temps
1800 1850 1900 1950 2000  (@ns)

Figure 1 : Ajustement du modéle de Malthus sur ueuj de données représentant
I'évolution de la taille mondiale de la populatiote 1600 a nos jours.
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2 Définitions

Définition 1:
On appelleéquation différentielle unerelation entre les valeurs de la variablet les valeurs

X, X, %...., " d’'une fonction inconnue((t) et de ses dérivées au pdint

On rappelle que :
- X :% désigne la dérivée premiere de la fonctiqrar rapport a sa variakte

L d*x . o . . .
- :¥ désigne la dérivée seconde de la fonckipar rapport a sa variale ;

n

d"x

tn

X = désigne la dérivée-“m de la fonctionx par rapport & sa variabfe.

On dit que I'équation différentielle est d'ordnesi elle contient la dérivée-*"® dex, et pas
celles d’ordre supérieur :
- (E): F(t,x, X, X... ,%”)) = 0 est une équation différentielle d’ordre

n

- (B): F(t,x,x)=0 est une équation différentielle d’ordre 1

Définition 2:

Une solution d’'une équation différentielle est une fonctiO((t) continue et dérivabl

D

(jusqu’a l'ordren pour une équation d’ordm® dans un intervallé donné, et telle que pour

toute valeut del, les valeurs de<(t) et de ses dérivées veérifient 'équation.

Par exemple, la fonction(t) est une solution de I'équatidf,) si :

ool F(t,x(t),d);—(tt)j=0

Définitions 3:
» La courbe représentative de la solution d’'une éguatifférentielle est unehronique ou
courbe intégrale

» Résoudreouintégrer une équation différentielle c’est trouver toutes solutions.

L’équation différentielle la plus simple est I'édjaa :

x=g(t)
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Remarques

* Les solutions de cette équation sont les primitideda fonctiong ; mais si pour une
fonction @ continue nous savons que ces primitives existeatis ne pouvons pas
toujours en donner une expression simple a I'agefdnctions élémentaires.

* Une équation différentielle admet uméinité de solutions (c’est le cas en particulier de

I’équation )'(zqo(t)). Pour trouvera solution particuliere du probléme étudié, il faut

tenir compte des conditions particulieres @@anditions initiale§ que doit satisfaire la

solution. Ainsi pour une équation du premier orctnmme(El), la condition initiale sera
en général que la solution prend la valeyent, : x(t,) = x,.

Exemple:

Considérons I'équatiotk = ¢(t) .

Soit ®(t) une primitive degp.

Les solutions de I'équation sont donc des fonctimﬁs), et il n'existe qu’une seule solution
particuliére telle quap(t,) = x,.

Application:

Soit x=t. Alors g(t) =t avec une primitived(t) :g.

. 12
Les solutions sont donc les fOI‘lCtIO%-S+C avecC R une constante.

Pour chercher la solution particuliere telle ql;éto) =X, On écrit :

ty to
Ot )=x = L+C=x = C= x—--2
(t) =% = S+C=x% %=
t? ty
Ainsi, la solution particuliére recherchée estdadtion définie pap (t) =5t% ——;.

3 Existence et unicité des solutions

L'équation différentielle(E,): F(t,x,X) = 0 sera souvent écrite de la maniére suivante :

()= 1 (x(9.) ou W = 1 (x(0).1)

dt

-BMM 1 - Cours 1 (L3 — MIV), p6/29 -
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Avec f (x, t) une fonction réelle des variables réellegla variable d’état) et (le temps),

définie sur un domaine [0 R?.

X

Jto—e:t,+e[.

Exemple 1:
Soit x= x—t avecx(t,) = X,.
of e .
f(xt)=x-t eta_,— =1 sont définies et continues daR$ .
X
Pour rechercher la solution, on pasex—t ; I'’équation enu devient alors autonome :

x=u+t:%=@+lzﬂj= u-1
dt dt dt

On procéde par la méthode de séparation des vesiabl

ﬂ:dt
u-1

Et par intégration, on trouve la solution :
Inju(t)-1=t+C
‘u(t) —:q =Cé
u(t)=1+Cé = X =1+ t+ Cé avec TIR
On détermine la constan@a partir de la condition initiale, d'ou :
X(t) = % =1+t + Ce
c=e"(4-1-1)
X(t) =1+t+ (% -1-t,) €™

-BMM 1 - Cours 1 (L3 — MIV), p7/29 -
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Figure 2 : Chroniques de 'TEDOX = X~ t pour diverses conditions initiales.

Exemple 2

L , X
Considérons I'equation=——.
t+1

X of 1
et—=
t+1  Jx t+1
précédemment, par la méthode de séparation dedbles] on trouve :

dx _ dt

X t+1
In|x| =Injt+1+C

Dans ce casf (x, t) = sont_non définiest discontinues eh=-1. Comme

x(t) = C(t+1)ou C est déterminée par la condition initial€ OR .

Ainsi, OCOR, toutes les solutions passent par le r(eim,to), il N’y a donc pas unicité,

L : - . o of
préciseément au point ou il y a discontinuitéfdet dea— .
X

Figure 3 : Chroniques de 'lEDGc= x/t+1.
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Remarque Lorsque le théoreme de Cauchy-Lipchitz local estifié, les solutions de

I'équation différentielle considérée ne se cougamiais dans le domair .

4 Rappels sur les méthodes de résolution analytigue

4.1 Equations différentielles du premier ordre a variables séparables

Cf. exemple précédent.
La forme générale de ces équations est :

x=g(t) h( )Q—— ol § 1

o . . dx o o
Ainsi, on peut écrire— = g(t) dt, ce qui revient a calculer deux primitives :

h(x)

J'h?;(() :J'g(t) dt = H(X)= G({+ CavecCOR une constante

. . o t
Exemple: Résoudre I'équatiork = ——
X

)'(:—l < Xdx=—tdt
X

2 2
X _Uicoe+t=k
2 2

Les courbes intégrales sont donc des cercles deesdhet de rayon/i :

La représentation de plusieurs courbes intégrplas, différentes valeurs d€ conduit a des

ﬁ
N

cercles concentriques :

f;
N2

K=1234,:t

4.2 Un exemple d'application en biologie : la croissance pondérale d'un organisme

La croissance pondérale de I'organisme peut étratdél’aide I'équation suivante :

-BMM 1 - Cours 1 (L3 — MIV), p9/29 -
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X v
Croissance ralentisseme

Cette équation est aussi a variables séparables :

dp_ dp

S R
dt p(k-a p)

p(k-ap) -

Pour intégrer I'équation, il faut alors faire uricdmposition en éléments simples :
1 1, a
p(k-ap) ko K kap

Ainsi :

dp dp a
Jp(k—ap —f k_a . = [t

Inp-In(k-ap)=kt+ C

=Cé"
k—-ap

On obtient finalement :
k

p(t):m(k_a)em

Po

Une rapide étude de cette fonction permet de wagr:q

p(0) = p, (ce que I'on attendait) dtm p(t) = g

Enfin, par un raisonnement simple, on montre qu& ples temps petits (proches te 0),

on a p(t): pe'. Ceci signifie que les courbes rose et bleue sonfondues pour des

valeurs d« faibles.

plt= pe”
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4.3 Equations différentielles du premier ordre linéaires

Une équation différentiellinéaire d’ordre 1 est de la formg+ g(t) x= h(1).

On parle d’équation différentielle linéaire d’ordreanssecondmembre sih(t) =0 (SSM).
On parle d’équation différentielle linéaire d’ordrevec secondmembre sih(t) #0 (ASM).

La fonction h(t) est lesecond membrede I'équation. L’équation SSM est encore appelée

équation homogene

431 Equation différentielle linéaire sans second membre (SSM)
Nous considérons dans ce paragraphe des équatidasatme :
(E,) : x+g(t)x=0
Ces équation$SSM sont a variables séparablegst aisément intégrables sous réserve de
pouvoir calculer la primitive de la fonctia:
x+g(t) x=0 o d—XX:—g(t) dt

= In|x=-G(t)+C
= x(t) = Ke e

Exemple: Résoudre I'équatior+ € x=0

X+€éx=0 o 2(——xé

dt
- d_):‘— ddt= In[{=-&+ C
= x(t)=Ke*®

Représentation de la solution particuliere corragpot akK =1 :

flxj=Ce™

-BMM 1 — Cours 1 (L3 — MIV), p11/29 -
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432 Eqguation différentielle linéaire avec second membre (ASM)
Nous considérons dans ce paragraphe des équatidasatme :
(E) : x+g(t)x=h(1
Ces équationASM se résolvent en deux temps :
(1) On intégre d’abord I'équation SSM pour obtenit (t) = Ke "
(2) On résout I'équation ASM, soit en recherchant uslation particulierex, de (E), soit

en utilisant la méthode de variation de la constant

Recherche d’'une solution particuliere

Supposons que I'on dispose d’une solution parcelk, de (E) alors la solution générale
de (E) est la fonction définie pax=x + x, = Ke®! + x.
Vérification:
Soit x=x + x, = Ke®! + x. Montrons qu'une telle fonction est bien solutite(E).
x, est une solution particuliére d&), elle vérifie doncx, + g(t) x,= h(1).
Par ailleurs,x = -Kg(t) €% + %, donc :
x+g(t) x=-Kg( ) 6+ %+ )| K&+ ]
=-Kg(t)e ¥+ Kg() 60+ %+ d } ¥
=%, +9(t) %,

=h(t)
x=x+x = Ke® + x est bien solution d¢E).
Cette méthode repose entierement sur la connassing, qui n'est pas toujours facile a

obtenir. La méthode de variation de la constarttpascontre beaucoup plus générale.

Méthode de variation de la constante

On utilise cette technigue lorsqu’on ne peut pasver de solution particuliere o(eE) On

résout dans ce cas I'équation SSM qui fousnit Ke ® .

On rappelle qu¢E) s’écrit x+ g(t) x= h(1).
On prend alors comme fonction inconnge, ce qui revient a faire d€, qui était constante

pour I'équation SSM, une fonction inconnue (d€).

-BMM 1 - Cours 1 (L3 — MIV), p12/29 -
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Autrement dit, on faivarier la constante

En posant dangE), x=K(t)e*", on obtient :

><+9() h(Y)
K()e™ - g() K() e+ o § K} &%= i}
K(t)e™" = h(y)
K(t)= () 0

Ainsi, par intégration et sous réserve que I'orspeicalculer une primitive de(t) €, on

obtient :
= j h(t) e
Finalement, la solution générale de I’équationéd'efhtielle(E) s ‘écrit :

x(t)=eU[ (9 & d
Exemple: Résoudre I’équatiopt—?X =t

e On résout d’abord I'équation SSI\/b(—? =

Il vient In|x| =In|t|+C, = X = Ct
* On utilise ensuite la méthode de variation de lastante en cherchantsous la forme
x=C(t)t.
=C(t)t+C(1)

>'<—?X:t2 - C(t)t+C(t)—$:t2 = C(f)=t

2

Ainsi, on obtientC(t) :%+ K

: . t®
«  On conclut que la solution générale (d€) est : x(t) =5t Kt.

3

Représentation graphigue de la solutid) :%+ Kt pourK =1:

-BMM 1 - Cours 1 (L3 — MIV), p13/29 -
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4.4 Equation différentielle du premier ordre linéaire a coefficients constants
Nous considérons cette fois-ci des équations diffieelles du premier ordre linéaires et a
coefficients constants, c’est-a-dire de la forme :

(E) : x+ax= h(t) avecalR une constante.
Ce cas est un cas particulier des équations ditfiéikes linéaires du premier ordre avec
g(t)=a.
Ainsi, apres avoir résolu I'équation SSM, la méthoprécédente s’applique, soit avec
recherche d’une solution particuliere, soit paiatéon de la constante.
Cependant, avec les équations différentielles dampmr ordre linéaires et a coefficients

constants, la solution particuliesg s’obtient parfois simplement :
- Si h(t)=P(t) un polyndme de degré alors x, = Q(t) un polynéme de degré
n;
- Si h(t)=€™P(1), alors on posex, = €" z, etz devient la fonction inconnue de

I'équation différentiellez+(a+ m z= K } : on est ramené au cas précédent.

Exemple: Résoudre I'équation—2x=t*+1
e Onrésout d’'abord I'équation SSMk-2x=0 :

X=2x=0 2(:ZX<:> %z 2dt
dt X

Ainsi In|x=2t+C, = x = Cé'

«  On cherche ensuite une solution particuliére Eg.

-BMM 1 — Cours 1 (L3 — MIV), p14/29 -
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Posonsx, = at’ + pt*+ yt+ 0 ou a, B,y,0 sont & déterminer pour que Vvérifie (E) :
X, =3at’ + 2Bt +y

%, = 2%, = 3at + 2Bt+y - Aat’+ B’ + y1+9)
==2at®+(3a - 28)t*+(28- Y)t+y- D
Par identification, il vient :
-20=1 a=-12
a-26=0 B=-34

28-2y=0"|y=-34
y-20=1 0=-178

1, 3, 3, 7
Par conséquenty, =-=t>-=t*-"t——.
quent, 2 4 4 8
i ANé 1, 3, 3, 7
On conclut sur la solution générale (cEe) x(t) =%+ X, = X = -3 8 - P - t__8+ cé .
Représentation graphique de la solution pOurl :
lel——£x3—lx2_lx_:+€2;e
27 4 4 s
5_
x
2 S~ T 1 3

5 Construction graphigue des solutions

Sous réserve que théoreme de Cauchy-Lipchitz loadt vérifié, en tout poin(tt,x) deD’,

il ne passe gu'une seule trajectoire pour une ¢mmdiinitiale donnée. La valeur de la
fonction f (donc dex) en un point quelconqu(:.t,x) est alors égale a la pente de la tangente

a la trajectoire en ce point.

-BMM 1 — Cours 1 (L3 — MIV), p15/29 -
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Définition : On appellaésocline de penteK (K [IZ) I'ensemble des points du plén x) ou

la trajectoire admet une tangente de pente édalelaéquation définissant une isoclire

est donc :

x=f(xt)=K

L’isocline nulle (K =0) correspond aux points du plan ou la trajectoisé tangente a

I'horizontale ;

L’isocline 1 correspond aux points du plan ou lajetctoire est tangente a une direction

parallele a la premiére bissectrice.

Exemple:
Soitx = X - t.
Les isoclines de pent ont pour équatior’ —t= K, ce sont des paraboles passant par les

points (-K,0) et(O,i«/R).

Figure 4 : Isoclines de pente K de I'équaticr x° - t, pourk 0[-2,2] .

Il est utile de tracer diverses isoclines de peatel, 0, 1, 2,...

A partir de ces isoclines, on peut alors en dédidtere des trajectoires comme suit :

-BMM 1 - Cours 1 (L3 — MIV), p16/29 -
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OR 02 04 06 OBwi 12 14 16 18 2
t
_1—

o

Figure 5 : Chroniques de I'EDGc= x* - t.

6 Etude qualitative des équations autonomes

Il s’agit ici de I'étudequalitative de EDO, i.e. qu’'on I'on en cherche une représmmat
graphique mais pas une solution explicite.

La forme générale d’'une équation autonome estilaste :

x= f(x)avecx(t)OI OR ett OR.

Les solutions d’une équation autonome se déduisetes les unes des autres par translation.

En effet, Ola constante, si y(t) est solution, il en est de méme dgt)=y(t+¢) car:

6t) = wtre)=f(r(t+e)) =  f(o(t)

car on dérive { car y(t+¢)=0(t)
La courbe solutionx = y(t) s'obtient donc par translation de la courbe sotutk=J(t)
d’'une quantitép dans la direction des temps positifs.

Exemple:

Figure 6 : Chroniques de I'équatiox :%(x2 —1).
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La figure 6 montre bien que toutes les solutionsdéduisent les unes des autres par
translation le long de I'axe du temps. La conséqagrincipale de cette propriété, c’est que
les solutions d’'une équation autonome ne se coyperats.

Remarque: les hypothéses du théoreme de Cauchy-Lipchitz\sgrifiées.

6.1 Points d'équilibre
Définition :
On appellepoint d’équilibre , une solution constante” = x(t) c’est-a-dire qui vérifie

Xzf(xD):O.

Exemple:
SoitX:(x2—4)(x—3). Les points d’équilibre sont solution (dé—4)(x—3)= 0, c'est-a-

direx’=-2, x) =2 etx] =3.

6.2 Cas trivial : le cas linéaire

x=Ax avec AOR. On voit immédiatement que le seul point d’équditest x”=0. Par

ailleurs x(t) = x,€", donc on voit que :

e Si A<0, alors tIim x(t) =0 quelle que soit la condition initialg, ; on dit que le point

— +oo

d’équilibre est globalement asymptotiquement stable

e SiA>0,alorslim x(t) =+co ; on dit que le point d’équilibre est instable.

t o+

e SiA=0, alors Ilim x(t) =X, ; on dit que le point d’équilibre est neutralemstatble, i.e.

| N )

qu’on ne s’éloigne ni on ne s’approche xelorsquet tend vers l'infini.

6.3 Cas non linéaire : stabilité locale d'un point d'équilibre
Soit x” un point d’équilibre de I'équatich= f (X). L'étude de la stabilité locale de’ a

pour but de déterminer si, partant d’une conditinitiale voisine de", la trajectoire
s’approche ou s’éloigne de’ lorsquet augmente.

On procéde au changement de varial#ex— X, ou la variableu, dite variable locale est

supposee petite :
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u=x= f(x
Comme on s’est placé dans le voisinage(l@n procéde a un développement en série de
Taylor a I'ordre 1 (terme linéaire seulement) déolactionf :

dar (x=X)+ d x X)

u= f(XD)+dXX:)a_‘

Géométriqguement, cela revient a approcher la fonétentrex et x” par une droite.

Tenant compte du fait que’ est point d’équilibre € (XD) =0), on obtient finalement :

u :ADuavec/l'jzﬁ
dx

x=x
Cette équation différentielle est linéaire par @pg@u ; on dit que I'équation différentielle

x= f(x) a étdinéariséeau voisinage du point d’équilibre.
La solution de cette équation différentielle @restu(t) = y,€'*.

On distingue alors trois cas :

« A"<0 alorslim u(t) =0, c'est-a-dirdim x(t) = x. On dit que le point d’équilibre est

t o+

localementasymptotiquementstable

« 1">0 alorslim u(t) =+ . Dans ce cas, la trajectoire s'éloignexdeon dit qu'il est
instable.
«A°=0 la linéarisation ne permet pas de conclure, oquitx~ estnon hyperbolique.

Il faut dans ce cas soit utiliser les propriétégadnctionf pour savoir ce qui

se passe au voisinagexde soit développer a I'ordre 2 au voisinagexde

Exemple:
Reprenons I'équation de I'exemple précédett (x2 —4)(x— 3)= X -3xX-4x+12= f( ¥.

Les points d'équilibre sontx’ =-2, x; = 2etx] =3.

La linéarisation conduit a :

u=Au avec A= 3¢ - 6&x- z(/]=g—f)
X
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Enx'=-2, A”"=20> 0, le point d’équilibrex’ est donc instable.

Enx; =2, A"=-4<0, le point d'équilibrex; est donc stable.

Enx)=3, A"=5>0, le point d’équilibrex; est donc instable.

6.4 Portrait de phase - Classes d'équivalence topologiques

En dehors des points d’équilibre, la variabte est une fonction soit croissante soit
décroissante du temps. Six>0 (respectivemernk<0), c’est-a-dire f(x)>0
(respectivement (x) <0), alors la variablex croit (respectivement décroit) atec
Cette information peut étre représentée sur l'age © seulement, plutbt que dans le
plan(t,x). Sif (x)#0, en dehors des', pour xO[a,b| alors le sens de variation de est

représenté par une fléche :
- orientée vers la droite >0 :
x>0

SN —— 1

- orientée vers la gauchexst 0

Quandf (x) =0, les solutions x(t)=x" sont représentées par les poirsx’. Cette

représentation géométrique est appel@drait de phase

Le portrait de phase se construit donc a I'aidé&lede du signe de la fonctid‘r(x) .

Exemple:
Reprenons I'exemple précédent a)'xet(xz —4)(x— 3). Les points d’équilibre sont = -2

instable, x; = 2stable etx; =3 instable.

L'étude du signe def (x) :(x2 —4)( x—3) conduit & I'élaboration du tableau suivant :

X - 00 -2 3 +00
X2 —4 + 0 - 0 + +
x-3 - - - 0 +
%= 1 (x) : 0 + 0 : 0 +

Ce tableau permet alors de construire le portejiltase :
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-2 2 3
-« ® > ® < ® > X

On retrouve la nature des points d’équilibre.

On peut aussi arriver au portrait de phase en rosaht la courbe représentative de la

fonction f (x) :(x2 —4)( x=3) :

f(x)

4 4 4
Instable Stable Instable
x'=-2 r=2 =3

Figure 7 : Portrait de phase de I'équation= (' -4)(x-3) = (x), & partir de I'étude du
signe de la fonctiort ().

Si x(t) ne correspond pas a un point d'équilibre, c’est fanction soit croissance soit

décroissante. Ainsi, pour un nombre donné de paliédquilibre il ne peut y avoir qu’'un

nombre fini de portrait de phase «différents», tededire avec des trajectoires différentes

entre les points d’équilibre. Prenons I'exemplendhwint d’équilibre uniqua”=c :

Point stable Shunt positif
x* x*
3 & 3 : & -
(a) (b)
x* x*
- & -« - & -
(c) (d)
Shunt négatif Point instable

Figure 8 : Voici les quatre portraits de phase pises associés a une équation
différentielle avec un seul point d’équilibre. Leomt d’équilibre ¢ est défini comme un
point attractant stable (a), un shunt positif (bkjn shunt négatif (c) ou un point répulsif

instable (d).
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Exemple:
Soit 'TEDOx = x*.0x, x>0 ; il s'agit d’'un shunt positif correspondant autpait de phase de

la Figure 8(b).

D’aprés la Figure 8, powr<c, f(x) peut étre soit positive, soit négative ; de méme

pourx > c¢. Pour un point d’équilibre donné, seul un des mupbrtraits de phase de la Figure
8 est donc possible. Ceci signifie que le compoemmqualitatif de toute équation
différentielle avec un unique point d’équilibre mspond a I'un des quatre portraits de phase
de la Figure 8.

DansR , on parle donc de dasses d’équivalence topologigpeur les EDO.

Exemple:

Les équations=x, x=x, x=x-a, x=(x-a)°’, x=sinh(x) et x=sinh(x-a)
correspondent toutes au portrait de phase de lad-&(d) pourx=0 oux=a.

Ce raisonnement reste valable quel que soit le mrdb point d’équilibre de I'’équation,
c'est-a-dire que le comportement qualitatif de déution x(t) au voisinage de n'importe
lequel de ses points d’équilibre est un de ceustilés par la Figure 8.

On dit que le comportement de la solutioxtﬁt) détermine lanature du (ou des) point

d’équilibrex”, nature que I'on décrit a I'aide de la terminobglivante : point attractant (ou

attractif, ou encore stable), shunt positif, smégatif ou point répulsif (ou instable).

En conséquence, le portrait de phase d’'une équdififgmentielle quelconque est entierement

déterminé par la nature de ses points d’équil@redonne alors la définition suivante.

Définition :
Deux équations différentielles de la formei(:f(x) sont qualitativement

équivalentes(on dit aussi appartiennent a la méme classe aigmce topologique) si

elles ont le méme nombre de points d’équilibre,ntlame nature et agencés dans le

méme ordre le long du portrait de phase.
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6.5 Construction des chroniques
La connaissance du portrait de phase et de laena®es points d’équilibre permet de

construire rapidement I'allure des chroniques (besx = f (t) ).

Exemple:

Reprenons pour le finir 'exemple avfee;(xz—4)(x—3). Les chroniques ont lallure

suivante :

X
I X(t)

3%

Y Yk
2.

A t
-2.

Y

Figure 9 : Chroniques et portrait de phase de I'é&afionx = (xZ —4)(x—3) .

7 Exemples dapplication en Biologie

7.1 Verhulst (1838)!

Méme si le modele de Malthus est parfois utilisGurpaécrire certains phénoménes
biologiques, il n’en reste pas moins biologiquemeadaliste, a cause du fait qu'’il prédit une
croissance de type exponentielle dans le cas>dl, i.e.,, une croissance sans aucune
limitation. Des modeles alternatifs ont donc étéppises, introduisant en particulier un
processus d’auto-régulation de la population.

La premiére idée qui a émergé pour prendre en ecomnpiphénomeéne de régulation de la
croissance des populations, est celle de faireevéi taux de croissance en fonction de la

! http://fr.wikipedia.org/wiki/Pierre Fran%C3%A7oise¥hulst
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taille de la population. En clair, plus la taille th population est élevée moins la croissance
va étre rapide.

C’est sur cette idée qu’est fondé le modele de Msthou modele logistique, dont I'objectif
est de modéliser la croissance d’une populatiorsguitabilise au cours du temps.

Ce modéle permet ainsi de prendre en compte deoptahes de densité-dépendaneeje

taux de natalitéd) et de mortalitéd), et dona, dépendent de:
b(n) =k - Bn:on suppose que la natalité diminue en foncten b, > 0.
d(n) = d,+an: on suppose que la mortalité augmente en fonckgom; d, >0.
On suppose par ailleurs doge> d,, c’est-a-dire que lorsque est petit il y a effectivement
croissanceb(n)-d(n= Q- ¢ >0.
Ainsi, le modéle exponentiel se réécrit de la fagoivante :
n=b(nn-d(nn
=(b-An)n-(d+an n
=(by ~dy) n=(a+B) rf

ufegs

Sion poser =b, —d, >0 etk :M>O, il vient :
a+p

n= rn(l—ﬂj
K

C’est I'équation (ou modéle) logistique, dit modé&eVerhulst.

r représente leaux de croissance intrinsequele la population a basse densité ;

K représente laapacité limite de la population.

Pourguoi donne-t-on cette interprétation aux pateeae®

Il est aisé de montrer, par la méthode de sépardts variables, que la solution explicite de
I’équation logistique est :
= e

Lorsque — o, €" - 0 et dona(t) - K, d'oti le nom de capacité limite ;

avecn, =n(t=0)
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Si n, est petit ke, on est en début de croissanc\(é)):rbét ; la population croit

exponentiellement avec un taux de croissance égal a

Mais I'équation logistique peut également se déamsapde la fagon suivante :

2

. m

n= rn - —
e K

croissance o

exponentielle = Compétition
intra-spécifique

Le terme decompétition intra-spécifique (dit terme de compétition de Verhulst) est

précisément le terme qui permet de réguler la sapise de la population.

* Recherche des points d’équilibre
n= rn(1—£j=0 - n=0 ou =K

« Etude de stabilité locale (linéarisation)

f(n)= rn(l—%j :% = r(l— 2-2)

df

daf daf
dn

=-r<0 = n;=K stable
dn

=r>0 = n’=0 instable
=0

ny=K
* Portrait de phase

f(n): rn(l—%j est un polynébme du second degrénenil est du signe de son premier

coefficient (ici—% <0) a I'extérieur des racinesit>0pouno[0,K] .

0 K
—_————— > @———<—> N

« Allure des chroniques

n(z)

t

Figure 10 : Chroniques de I'équation logistique (Ppurr =0.0344, K = 762.54, et différentes
conditions initiales @,).
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Recherche du point d’inflexion

2
Le point d'inflexion de la courba(t) est solution d%t—zn =0.

2
Or%: f(n) doncd_znzﬂ(ﬂ]j:_d f(n) :_df.—dr
dt dt° dt\ dt) dt dn dt

2
Donc %=O o %: 0 puisque I'on cherche un point qui n'est pas paiéqguilibre,i.e.,
n

pour lequelsf (n) 20.

f(n)= rn(l—ﬂj doncdr = r (1—@j =0« n, =K
K dn K 2

L’existence d’un point d’inflexion em :E est une caractéristique du modele logistique, qui

est assez contraignante et a conduit au dévelopypetiaeitres modéles.
Voici un exemple d’ajustement du modele logisticaue un jeu de données décrivant la

croissance du goéland d’Europe.

=
[}
1

masse E‘Urparelleoggrammeasg
= =
[} [}
1 1

200+

i 10 20 30 40
dge (jours)

Figure 11 : Ajustement du modele logistique sur dmnnées de croissance en masse du
goéland d’Europe.

Les parametres du modéle de logistique pour cdgadbnnées sont estimés a :

r =0.154 ¢ jou
K =995.08 g
n,=74.48¢9
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7.2 Michaelis-Menten (1913)

Le facteur limitant la vitesse dans une réactionyeratique transformant le substi@ten

produitP est la dégradation du complexe ES :

k
1 £ *y
k.

Il est difficile de déterminer expérimentalementéacentration de ES. Leonor Michaelis and

E+3 E+F

Maud Menten ont donc proposé en 1913 une expressanématique permettant le calcul de
la vitesse d'une réaction enzymatique :
dc_ k¢

e = f K
dt K, +c () ko, Ky >0

Avecc la concentration en subst@t
On voit que le seul point d’équilibre est=0.

La méthode de linéarisation donne :

ﬂ = —ﬁ <0
dc =0 KM

Le point d’équilibre est donc asymptotiguement letab

7.3 Génétique

On s’intéresse a I'évolution des fréquences dedealld’'un gene dans une population d’'une
espece diploide. On considére le cas simple d'ume g&ant deux alléles A et B. A chaque
génotype correspond une valeur sélective relatinapgationnelle au nombre moyen de

descendants de ce génotype dans la populationodeled’évolution est le suivant :

Génotype AA AB BB
Valeur sélective 1z 1 1

ou les coefficients de selectisfiets; sont des réels non nuls tels gge -1 et 5+ 5 0.

La fréquencex de l'allele A vérifie I'équation différentielle stante (Ewens, 2004, p. 14
équation 1.30) :

X=x(1-9)(x(s+ 9)- 9) @
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Les généticiens considerent généralement trois cas
a) Dominance partielle ou totales(# 5 et <0< g ous <0<g)
b) Super-dominanceg, <0 ets <0)

c) Sous-dominanceg, >0 ets >0)

* Recherche des points d’équilibre

%
S|

La variablex représente une fréquence allélique, elle doit ddreccomprise entre 0 et 1.

%:x(l—x)(x(%+ $)-5)=0 = ¥=0 ou %=1 ou ¥

Le dernier point d’équilibres; a donc un intérét biologique si et seulement si :

S
Osx*<1 - O=< <1 « §=20etg=0 ou g< Oetss
S

avecs, +5#0

« Etude de stabilité locale (linéarisation)

f(x)=x(1—x)(x(%+ $) - §) = ﬂ=—3§2x—3lszx+4os-b<21s-xC

dx
df x'=0 stable si > 0
o T 2 Y0 .
dX|¢o X =0 instable sig < (
df x, =1 stable sig > 0
dx = 5 = a . .

Xlx=1 X, =1 instable si5 < (
x)=—2_ stable sig < 0ef< O
df _s8(s+s _ $+9
2

> o ($+3) x)=—2_ instable si,> 0 ef>

S+

« Portraits de phase

0<x<1 donc le signe de la fonctior (x) = x(1-X)( x(§+ §)~ 5 dépend du signe de

(x(s+5)-5)= s( x1)+ x,

Il y a donc quatre types de portraits de phaseilgess
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_ f_ S *_
X x =0 X = X =1
S+S§
Signe def (x) =% 0 - 0 + 0
Portrait de phase  /AAAA—< | > VAL
Stabilité stable nstable stable

* <0 et §<0(Super-dominance)

_ S *
X % =0 X = X =1
S+
Signe def (x) =% 0 + 0 - 0
Portrait de phase A > : < V>

Stabilité instable stable instable

* §>0etg<0

X X =0 X, =1
Signe def (x) =% 0 - 0
Portrait de phase 7~ < < VoL, >
Stabilité stable instable

* §<0etsg>0

X x, =0 X, =1
Signe def (x) =% 0 + 0

Portrait de phase 44

Y
Y

VLLLLL
v/:777 "

Stabilité instable stable
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