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1. Introduction

On considere le systéeme d’équations différentialelnaires autonomes suivant :

x=f(xy)

. (S)
y=9(xY)

ou f et g sont des fonctions des variables ety. On parle encore de systeme

différentiel, ou de systeme dynamique.

En utilisant la notation matricielle, on peut aussiire :
X=d(X)
X =(x, y)est un vecteur de Ret ®(X) :(f (% y),9(x ))) une fonction de IRdans
IR2,
Une solution de ce systéme consiste en un couﬁlend:eions(x(t), y(t)), tdl OR, qui
satisfait le systeme (S).
Définitions :
Par analogie avec les EDO dans IR, on apgeliet d’équilibre de (S) une solution

constantec = (XD, yD) qui vérifie :
x=f(x"y)=0
y=g(xX,y)=0

On appelleplan de phasee plan(x, y)

La représentation des trajectoires dans le plamplidese s’appelle I@ortrait de

phase

2. Etude des systémes dynamiques linéaires

On considére ici le cas ofi et g sont des fonctions linéaires aeet dey . Le systeme

(S) se réécrit alors :

{X =a,x+a,y

y=a,xta,y

X =AX avec A :(
&, a4,

a, alzj

Mise a jour du 16/05/08
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2.1. Formes de Jordan réelles dans IR?

Proposition :
Soit A une matrice réelle carrée de dimension 2. Aloexiste une matrice réelle

inversible P telle queJ =P™AP est de I'une des formes suivantes :

’]10)|¢/1 b"00
(a)o/izlz ()0/10

A 1 a -B
(C)(O AJ (d)(ﬁ a] B>0

ou Ay, A,4,,a,B8 sont des réels, en relation directe avec les walptopres de la

matricesA.

On dit quel estsemblableaA.

A
Remarque: Dans le cas (a) on pourra également troxEvgr

a pB
(d)(_ﬂ aj 3>0.

Les matricesJ sont lesformes de Jordan associées A. Les valeurs propres de la

0
j A #A, etdans le cas
1

matrice A (et de la matricd) sont les valeurd solutions de I'équation caractéristique :
de(A-A1)=0 | : matrice identité
= A?-tr(A)A+det(A)= 0 équation caractéristig

ot tr(A)=a, +a, est latrace da, etdet(A) =a,a,,~ a,a,, Son déterminant.

Démonstrationd voir si le temp:

det(A-A1)=0
- Y a, -0
&1 a,,~ A

< (aﬂ_/])(azz_/])_aizazlzo
= 8,8, A(ay+ a,)+ A% - a,a,=0
= /]2_(611"'322)/]"'(311‘322_ aizaz)zo

- BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p4/44 -
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= A2=tr(A)A+det(A)=0

Le discriminant de 'équation caractéristiquezest(tr (A)) - 4det(A ).

C’est la nature des valeurs propres qui déternairfierme de Jordan associéa a
— Reéelles distinctes{>0) ;
— Reéelles égales\=0) ; une racine double
— Complexes conjuguéed (< 0).

Si A, et A, sont racines de I'équation caractéristique, alors

trA=A +A, etdetA = A4,

» Deux valeurs propres réelles distinctes (A>0)

Les valeurs propres sont de la forme :
tr(A)+VA
A :Te

Si on appelleu,,u, les vecteurs propres associéb, d, :
Mettre des fleches sur les vecteurs a l'o@|, U,

Au, =Au, =12

A O
AlorsP=(u, | u,), etJ estde laforme (a)d =P*AP = (O )lj
2

Démonstration :
u, u
P:( 11 21)
u12
(an j( M Jz(anulr a Uy, ayUst alzuzi
a21 12 2 a21u11+ a22ulZ 3.21U2':[' a22u
A

G| SRS EENRETS SR (I

u
=PJ

Exemple :

- BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p5/44 -
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-2 7
SoitA :( 5 3). tr(A)=1 etdet(A)=-2C. L'équation caractéristique est donc
A?-A-20=0avedA =81= 9. Les valeurs propres d& sont alors A, =—4etA, =5.

o s - 7 1
Le calcul des vecteurs propres associek at A, conduit au, :( 2} etu, =(J. On a

7 1 L, 1(1 -1 _ , a -4 0
alors : P = avecP™ == . On vérifie enfinqué =P AP = :
-2 1 92 7 0 5

» Deux valeurs propres réelles identiques (A =0)

On distingue deux cas.

(i) A est déja diagonale :
A O
A= = A
0 A

Le sous-espace propre associ& st de dimension 2.
A est donc directement sous la forme de JordarE(beffet, quelle que soit la matrice de
passag®, on aP™" AP = A (A est semblable a elle-méme)= A.

Car A=A etlcommute avec n'importe quelle matrice :

P AP=P)IP=APP=A1=A

(i) A n’est pas diagonale :
tr(A)
2

Dans ce cas A, =4,=4,= et il 'y a pas deux vecteurs propres linéairement

indépendants. Soifi, un vecteur propre d&. En choisissant un vecteuar, linéairement
indépendant de,, i.e. tel quedet(u, m,)# C, alors P=(u, | m,) est une matrice

inversible qui permet de triangulariger:

prap=[ ©
0 4

ou c est un réel non nul et en général différent de 1.

Pour retrouver la forme de Jordan (c), on défing nouvelle matrice de passage :

-BMM 1 - Cours 2 (L3 — MIV), p6/44 -



S. Charles, C. Lopes Le 16/05/2008

1 O -
P, = P(O c‘lj avecc™' =1/c

-1 AO 1
AlorsJ =P, AP, = :

0 4
Exemple :
. -4 1 , . L
SOItA=( X 2). tr(A)=-6 etdet(A)=9. L'équation caractéristique est donc

A*+6A1+9=0 avecdA=36-9x4=C. Les valeurs propres de A sont

alors A, =A,=-3=4,.

- 1 -
Un vecteur propre associé 4 est par exempleoz(l). En choisissant le vecteur

1
m, = (Oj indépendant de,, la matrice de passage s'écrit :

P=(u, | m,)= b Davecpr=[? 1
0 | 1 1 O 1 _

Le calcul dP*AP conduit alors a la matric% 0

j qui n'est pas sous la forme de

Jordan souhaitée, c'est-a-dire awec-1. |l faut donc choisir une autre matrice de

1 0) (1 -1 L, (0 1
changement de base = P = aved®,” = :
0 -1 1 0 -11

A 4 -3 1
On vérifie alors qué = P,"AP, = 0 -3

» Deux valeurs propres complexes conjuguées (A<0)

JA

tr(A
On peut écrired, ,=a if aveca=% et,8=7.

- BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p7/44 -
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Les vecteurs propres associég &t A, sont également complexes conjugues et s’écrivent

u,,=axib ol a et b sont des vecteurs réels de2lRSi on prend la matrice de

passagl =(b | a), alorsA se met sous la forme de Jordan (d) :

J=P7AP :(a _'GJ
B a
Exemple :
: 2 1
SoitA =(_ 4). tr(A) =6 etdet(A) = 1C.

L'équation caractéristique est dolé -64+10= 0 aved) =-4. Les valeurs propres de

A sontalors 4, , =3+i.

- . . 1) (0
Le calcul des vecteurs propres conjugués associgsea A, conduit a,, :(lji{lj'

d'ou la matrice de passage

011 4 (11
pP= I |lavecP ™ =
11 1 O

e : a 3 -1
On vérifie enfin qud =P AP = 1 3)

Compte tenu de ce qui précéde, tout systéme ditiétedu typeX = AX , peut étre

transformé en un systéme différentahonique équivalent,Y =JY , ot J = P'AP
est la forme de Jordan associéA &tX =PY .

2.2. Typologie des solutions des systémes linéaires planaires

On se limite ici au cas oA est inversible det(A) # 0, pas de valeurs propres nulles

puisquedet(A) =AA,). L'unique solution deAX =0 est alorsX =0 et le systéeme admet

un seul point d’équilibre a I'origine du plan deapé.

» Deux valeurs propres réelles distinctes : A, et4,

-BMM 1 - Cours 2 (L3 — MIV), p8/44 -
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Dans ce cas) est sous la forme de Jordan (a). Le syst&meAX se transforme alors en
son systéme canonique=JY avecY =(w,z) :

A Oj {W:Alw {WZ Gé

. avecC,C,0E
0 A, 2=,z z=C¢€"

J=P*AP=(

2 Si A4, et A, sont strictement positives, aloian w(t) =+ etlimz(t)=+w, et le

— 00 )

portrait de phase dans le plfw, z) est le suivant :

Z(t)

P —_— W('[)

J

Figure 1 : Allure des trajectoires du systéme lire®4 = AX , lorsqueA posséde deux valeurs propres réelles

distinctes strictement positives.

Le point d’équilibre a l'origine du portrait de [deaest appelé un noeud ; Toutes les

trajectoires partant du point d’équilibre s’en gleént, on a unoeudinstable (NI).

RQ : pour obtenir la solution générale du systéfmeAX , on utilise la relationX =PY .

> Si A et 4, sont strictement négatives, aldirs w(t) =0 etlim z(t) =0, et le portrait de

too

phase dans le plafw, z) est le suivant :

Z(t)

w()

W

Figure 2 : Allure des trajectoires du systéme lire®4 = AX , lorsqueA posséde deux valeurs propres réelles

distinctes strictement négatives.

-BMM 1 - Cours 2 (L3 — MIV), p9/44 -



S. Charles, C. Lopes Le 16/05/2008

Quelle que soit la condition initiale, les trajeots convergent vers le point d’équilibre, on

a unnceudstable (NS).

2 Si A et A, sont de signe opposé, par exemgle-0 etl, <0, alors lim w(t) = +co

too

etlim z(t) =0, et le portrait de phase dans le p(av z) est le suivant :

t o0

2(1)
]

w(t)

Nz

RN

W

Figure 3 : Allure des trajectoires du systéme lir&4 = AX , lorsqueA posséde deux valeurs propres réelles

distinctes de signe opposé:>0etA, <0 ;ou A <0 etd, >0.

L'origine est ici urpoint selle (PS) ; les axeOw) et (Oz) sont appelés leséparatrices

du point selle, car ces droites séparent le pﬁh&nz) en quatre « flots » de trajectoires

différentes. CE sont les seules trajectoires gss@at par le point d’équilibre.

» Une valeur propre double : 2,

(i) Dans le cas oA est diagonaled, = A, = A, %0, le systeme canonique S’écrit :
J :("0 Oj {W:/‘oW _w(y)=ce
0 A z2=Az z(t)=C e
> SiA, >0, alorslim w(t) =lim z(t) =+ et le portrait de phase dans le plan z) est le

suivant, et on a un&toile instable:

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p10/44 -



S. Charles, C. Lopes Le 16/05/2008

Z(t)

P —_ W(t)

Figure 4 : Allure des trajectoires du systéme lire4 = AX , lorsqueA diagonale posséde une valeur propre

double strictement positive.
RQ : la courbure dans les figures 1 et 2 est liefaa que les valeurs sont différentes
> Si4, <0, alors lim w(t) =lim z(t)=0 et le portrait de phase dans le plam z)est le

suivant, et on a un&toile stable :
(1)

w(t)

Figure 5 : Allure des trajectoires du systéme lireé = AX , lorsqueA diagonale posséde une valeur propre

double strictement négative.

(ii) Si A n’est pas diagonale, le systeme canonique devient

e i =)

0 A 2=z |z()=ce*

2 Sij, >0, alorslim w(t) =lim z(t) =+ et le portrait de phase dafis, z) est :

too t-o

Z(t)

Figure 6 : Allure des trajectoires du systéme lire®4 = AX , lorsqueA non diagonaleposséde une valeur

w(t)

propre double strictement positive. La droite em{pé a pour équationv=0.

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p11/44 -
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L’origine est dans ce cas unoeud dégénéré instableLa droite a partir de laquelle les
trajectoires changent de direction est la droitieg de laquelle les vecteurs vitesse sont

verticaux, i.e. que cette droite correspond adlis@ nullew=0, soit z=-A,w (4, >0).
> Si4, <0, alors lim w(t) =lim z(t)=0 et le portrait de phase dafw, z) est le suivant,

et I'origine est umoeud dégénéré asymptotiquement stabte

Z(t)

o

Figure 7 : Allure des trajectoires du systéme lire®4 = AX , lorsqueA non diagonaleposséde une valeur

w(t)

propre double strictement négative. La droite eintplé a pour équationv=0.

 Deux valeurs complexes conjuguées : A, ,=a i

D’aprés I'expression de la forme de Jordan dansake de valeurs propres complexes

conjuguées, le systéme canonique est :

3= a -fB Ww=aw-[z
L a z=pw+taz
Ce type de systeme se résout en utilisantdesdonnées polaires
I =ww+zz
W= rcosd r’ =w’+z°
z=rsind tané = z/ w ~ é=cogo - Z+ly
- wWow

Il vient finalement :

r=ar r(t)=re”
{49:/3 T le()=p+6,

Dans le pla|(|w, z), les solutions correspondent donc a des spirabg pourr =0), qui

s’éloignent ou se rapprochent c@@,o) en fonction du signe de, et dont le sens de

rotation est donné par le signefdle

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p12/44 -
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Les portraits de phase possibles sont les suivants

Z(t)

s

)
St w(t)
\

Nt

Figure 8 : Allure des trajectoires du systéme lire@4 = AX , lorsqueA posséde des valeurs propres

z()

Val

N

.

a8
N

o

complexes conjuguées. >0etS3 >0.

Figure 9 : Allure des trajectoires du systéme lirgé = AX , lorsqueA posséde des valeurs propres

Z(t)

complexes conjuguées. =0etS3>0.

w()

Figure 10 : (a) Allure des trajectoires du systdim&aireX = AX , lorsqueA posséde des valeurs propres

complexes conjuguées; (b) Chronigues associéesOet3 > 0.

Dans le cas de la Figure 8, I'origine estfayer instable (FI) ou encore spirale répulsive ;

Dans le cas de la Figure 9, l'origine estogntre ;

Dans le cas de la Figure 10, l'origine esffayer stable (FS) ou encore spirale attractante.

Dans le cas des centres, les trajectoires ne tefateais vers le point d’équilibre, mais

restent dans son voisinage : on parlestibilité neutre. Dans tous les autres cas de

stabilité, il s’agit destabilité asymptotique

-BMM 1 -Cou

rs 2 (L3 — MIV), p13/44 -
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2.3. Classes d’équivalence topologique  (a voir si le temps)

Le but de ce paragraphe est de classer les psrttaitphase des systemes planaires

linéaires en familles a [lintérieur desquelles ldgnamiques sont qualitativement
équivalentes.

Définition 1:

Deux systémes planaires linéair¥s=AX et X =BX sont ditstopologiquement
(on dit aussi qualitativemenéquivalentss’il existe une fonctiorh de IR dans IR
continue et possédant une fonction réciproque woeti{.e., hhoméomorphisme)
qui transforme de maniére bijective les trajecw®ila systémeX =AX en celles du

systémeéX =BX , tout en préservant le sens de variation du temps.

Autrement dit, si les deux systémis=AX et X =BX sont topologiquement équivalents,

a une trajectoire du systém¥e= AX correspond une trajectoire du systéfrreBX .

Par exemple, tous les points selle sont topologigue équivalents.

\Y

e
e

A A
AL
2ASP
PR
s

AN A

i % S T B T

¢ IR NN R

M L N

AR N e e

e e L e ——
s 1--r_\|_-ﬂ°\<lj‘}v-.l__rrr'flvil Fern U

e Y ol 23

\\.‘F S e e e a

R O e =

h e e

i .:’./j./ o

-1
N
A
RS
AN

Représentation dans la base de Jordan Représentdsins la base de départ

ATTENTION, les droite ROUGE et VERTE représentiegisoclines verticales et horizontales.

Définition 2 :
Le point d’équilibre du systém¥ = AX est dithyperbolique si les valeurs propres

de A ont toutes une partie réelle non nulle. Dans $ecoatraire, le point d’équilibre

est ditnon hyperbolique.

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p14/44 -
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Théoréme 1

Supposons que les valeurs propresAdet B ont une partie réelle non nulle. Alors,
les deux systémes linéairés=AX et X =BX sont topologiquement équivalents si
et seulement sA et B ont le méme nombre de valeurs propres avec déegpar
réelles de méme signe.

En conséquence, on distingue trois classes d'élgme@ topologique pour les
systémes linéaires planaifegperboliquesdont les représentants canoniques sont :

-1 0
(1) ( 0 J . deux valeurs propres négativ@sNoeuds, foyers et étoiles stables

10
(i) (O J :deux valeurs propres positives Noeuds, foyers et étoiles instables

.. (10 ] " ) .
(i) [ 0 1) . une valeur propre réelle positive et une néga#vPoints selles

Théoreme 2

Si la matriceA posséde des valeurs propres a partie réelle ralties le systéme

linéaire X =AX est topologiquement équivalent & I'un des cingésyss linéaires

suivants dont les représentants sont par exemple:

00
(1) (O Oj : la matrice nulle® Infinité de points d’équilibre

N 0 , . R
(i) Oj : une valeur propre nulle et I'autre réelle pesit® Crétes

) 1
(iv) 0 : deux valeurs propres nulles avec un seul vegiempre=> Flux

1
0
.. (10 ) . .
(i) [ 0 Oj : une valeur propre nulle et I'autre réelle néga#®» Vallées
0
0
0
%
V|

1
0] : deux valeurs propres imaginaires pugeentres

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p15/44 -
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> -— X4 X 4 - - X4
&
1
-1 0 (1 0 1 0
0 —1 01 0 —1
X 5 X5 X
0 80 o & o 0 : : o P
L S e e e 2 X4 . > Xy o X4
LIS B R T . < P

(5 3) (% ) (6%)

1 Al;:‘ Y
)
=/

(5 9) (53)

Figure 11 : Portraits de phase des représentastdifiérentes classes d'équivalence topologiques de

systemes linéaires planaires.

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p16/44 -
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2.4. Notion de stabilité structurelle

Définition :
Soit le systémdinéaire X =AX (1). Le systéme linéairX =BX (2) est ditvoisin
du précédent si on peut écrire :

g &

B:A+(
& &,

)avecgi <<1

Théoréme 1
Si le point d’équilibre(0,0) est hyperbolique pour (1), alors les systemesiiné
(1) et (2) restent topologiqguement équivalents, oaddion que lesg soient

suffisamment petits. Dans ce cas, le point d’éoréliest aussi hyperbolique pour (2).

Théoreme 2
Si le point d’équilibre(0,0) n'est pas hyperbolique pour (1), alors les sysgeme
linéaires (1) et (2) ne sont pas topologiquementwadents et le point d’équilibre est

hyperbolique pour (2).

L’hyperbolicité se conserve pour des petites pbdtions. On dit que les points d’équilibre
hyperboliqgues sonstructurellement stables a l'inverse des points d’équilibre non

hyperboliques ; par exemple, les centres ne s@gtpacturellement stables

Remarque: il ne faut pas confondre stabilité structureflein systeme dynamique et

stabilité neutre d’'un point d’équilibre.

Exemple:

. . 0 . o :
Soit la matrice A =(1 Oj correspondant a la classe d’équivalence topolegides

centres. Dans ce cas, le point d’équilib@eo) n'est pas hyperbolique.

-BMM 1 — Cours 2 (L3 — MIV), p17/44 -
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. 0 - e 0 E -
SoitB = + = :
1 0 0 ¢ 1 ¢
—— — —_——

Centres €20 Foyer

Quel que soif, aussi petit soit-il, le point d’équilibr(a0,0) associé a la matricB est

hyperbolique et correspond a un foydy (= £+1i), stable s&¢ <0, instable st >0.
2.5. Typologie des solutions des systemes linéaires dans le plan (tr,det)

La typologie des solutions des systémes linéaitasapes que nous avons établie a

partir de la nature des valeurs propres de la ogathi systéme peut également se résumer

dans un plar(tr,det).

det@)

ﬁ%@ .
, o
X ESEINNY/ &

h) ~

ﬁ

—> tr(A)

%i/q

~

i

s

Figure 12 : Résumé des différents portraits de@passibles du systérte= AX , en fonction du signe de

la trace et du déterminant de la matride
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Les valeurs propres d& sont solutions de I'équation caractéristique :
trlA)=A,+1
X —tr(A)A +det(A):O avec ( ) toe
det(A)= A,
La nature des valeurs propres dépend du signesdurdinantA = (tr(A))2 - 4del(A).

Dans le plar(tr,det), I'équationA = 0 est celle d’'une parabole passant par l'origine :

defp)=7 ((2))

Cette parabole divise le plan en deux grandes mégi@au-dessus de la parabale<0),
on trouve les portraits de phase des foyers etel@ses ; en-dessoul ¢ 0), on trouve les

noeuds et les points selle.

eCasA=0

On a alorsA, = A, = A, c’est-é-diredet(A)z A >0 et tr(A): 24,. Par conséquent, si la
trace est positiveA, >0), on a une étoile ou un noeud dégéneéré instadlén; trace est

négative f,<0), on a une étoile ou un noeud dégénére stable.

e Cas A>0

On a alors deux valeurs propres réelles distin€esest dans la région sous la parabole

qui peut encore est partagée en trois zones :

- det(A)< 0: A, etA, sont de signe opposé, I'origine est un point selle
- det(A)> 0 et tr(A)> 0:4,,4,>0, l'origine est un noeud instable ;

- det(A)> 0 et tr(A)< 0:A,4,<0, l'origine est un noeud stable.

e Cas A<O

On a alors deux valeurs propres complexes conjsguédg =a*ifS, c'est-a-dire
det(A): a’+ 3 >0 et tr(A): 2a . On est dans la région au-dessus de la parahaleeq

partage la encore en trois zones distinctes :
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- tr(A)< 0 : La partie réelle des valeurs propres est néggalrigine est un foyer

stable ;

- tr(A)> 0 : La partie réelle des valeurs propres est pa@sitigrigine est un foyer

instable ;

- tr(A): 0 : La partie réelle des valeurs propres est niidiggine est un centre.

= En résumé, la zone ou le point d’équilibre estngsptiguement stable est celle

correspondant a :
det(A)> 0
tr(A)< 0
\det(A)> 0

tr(A)=0

Dans le cas particulier , I'origine est un centre.

Remarque
Nous n’avons pas traité le cas ol la matdcalu systémeX = AX n’est pas inversible,

e, det(A): 0. Dans ce cas particulier, il faut regarder dinedgt le portrait de phase

pour reconnaitre la nature de I'origine.
2.6. Résolution des systemes linéaires d'EDO

2.6.1. Les exponentielles de matrices
Définition :
Pour toute matrice\(n, n), I'exponentielle de matrice associée, notée est définie

par :
e =exp(a )= i%k
k=0 M-

avecA’ =1 la matrice identit(n,n).
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Quelques propriétés des exponentielles de matrices

()  Si A etB commutent AB =BA), alorse®*® = e"e®.

(i) SiB=-A, alors, commeA et—-A commutent, il viene*"® =" =& =1.

-1
Ainsi, "€ * =1 doue™” = (eA)
(i)  SiB est semblable & (B =PAP), alorse® = P ¢"P

(v) SiB=tA, a|orsi(e“\):AéA = &A
dt

Démonstration du (iv)

t+h)A _ h+t)A
g(em):mef ¢ 4

=lim
dt h h-0 h
tA et hA commutent done™™* =d* & = & B = @A
e"™—1)e
Doncg(em)=li ( )
dt h-o0 h
= (hA) hA )
Orem:z(—:l+m+( ) +..
s 2!
A _ 2 e —1)e
Dou £ - | =A+ A d’'ou finalementlhimu=A D

Calcul dans le cas des matrices de Jordan :
(A, 0) (e o)

O o 47 o el

, (A 0) o (¢ o) .

0 g W)=l )

oyl (A 1) e (e ) Ot(l t)

. ‘L W7o @) o
- (cos,& -sinA)

) JzL J =€ _eksm,[z’t cos,&)

On pourrait faire les démonstrations mais on n’a paaiment le temps... !
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2.6.2. Résolution pratique des systemes d’EDO linéaires

Nous allons maintenant rechercher les solutiondicitgs du systéme linéair¥X = AX

avecdet(A)¢ 0 pour une condition initiale donnée
_ (x(O)\ (xo\

“s Ly(O)J i Ly

On peut démontrer que la forme générale de celtté@vest :

X :(X(t)j =e’K avece” =pPé&'P*

y(t)

ou P est la matrice de passage permettant de transfoAmen sa forme de Jordah

associée.

Démonstration

On a vu plus haut qu(%(e“‘) =Ad".SiX=€"K , alors:
ix=£(e“‘|<):ﬂ(é’*)l< =A éK =AX
dt dt dt

Exemple:

Soit la matriceA = (_22 B : det(A): 10, tr(A): 6 etAh=-4.

_ (0 1) L (-1 1)
Les valeurs propres sont dodg, =3+i. En prenan1P=L ]J avecP =L OJ on
' 1 1
obtient :
Lo (3 -1)
J=P AP = L J
1 3
(cost -sint)
Par conséquer&“zeﬂ _ :
sint cost
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On a également :

eAt;ét(O lj(cos - sinj(— 1 3: ét( 0 E(— cds-  sin CDI

1 1){ sint cos 1 1 N - sit cos di
:egt(cost—sirt sint j
—-2sint  cod + sin

La solution est donc :

X = g X _ cost — sirt sint X
Yo =-2sint  cos+ sit){ Y,

& X, (cost - sirt) +y, sirt
7 | —2%, sint+ y, ( cog+ sir)

En résumé

A - valeurs propres -~  vecteurs prop
! !
J P
! !
eV - P&pt=¢&
!
X =e®K

3. Etude des systéemes dynamiques non linéaires

Dans ce chapitre, on considéere des systemes d’EDQlées non linéaires :
X=¢(X), XOSOR?

ol ® est une fonction non linéaire continment difféiagsle deR? dansR?.
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Par rapport a ce que nous avons vu pour les systéngaires, il va falloir raisonner de
maniere locale au voisinage des points d’équiligréthode de linéarisation), et nous
verrons que le portrait de phagebal n’est pas toujours une réplique exacte du pordieait

phasdocal au voisinage des points d’équilibre.

Définition 1 :

UnvoisinageV d’un point X, O0R? est une partie d&” contenant un disque défini
par{X/‘X _Xo‘ < r} pourr >0.

Définition 2 :

Le portrait de phase localde X, est la réduction du portrait de phase global au

voisinage deX, .

3.1. Linéarisation au voisinage d’un point d’équilibre

Considérons un systeme dynamique général écritladaeme suivante :

{X:f(x )

y=9(xy)

et admettant un point d’équilibn(e@, yD) solution de :
x=f(x,y)=0
y=g(x,y)=0

On introduit, comme danR® , lescoordonnées localegouvariables locale$ :

{u(t):x(t)—kj
v(t)=y()-y

On se place dans un voisinage (dé, yD) et on procéde a un développement en série de

Taylor au premier ordre des fonctiorisetqg
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o o
a=x= 1)+ 2 (e 0+ (g
(592 (o2l (9

o a9 a9

—y=g( & )+ 29 (e %)+29
v=y= g >F)+dx(w)(x )+dy(xw)(yh §)

Chacune des fonctiorigtg est cette fois approchée par I'’équation d’un plan.

Or f (xD, yD) = g( X, yD) =0, dou:

u=a,u+a,v u _AD u
vV=a,u+a,V v v

ou A”= [aﬂ] est lamatrice Jacobiennecalculée au point d’équilibre avec :

it ot ai ot
v Au IX|(o Y|
Ly X,y
A= ox. ay et A" = k) ber)
99 99 Ig 99
IX dy IX (meya) dy (xm,y])

Le systémesU = AU est un systéme linéaire qui approxime le systémealépart au
voisinage du point d’équilibre(xD, yD). Ainsi, si un systeme possede plusieurs points

d’équilibre, il y a aura autant de systéemes lirma@ae de points d’équilibre.

Exemple 1:
Soit le systéme dynamique suivant :

X=X-Yy
{y:cosx (s)

Ce systeme admet une infinité de points d'équilibser la droitey=x:

Vid Vid . ) L .
(E + k7T,—2 + kﬂj avecko . La matrice Jacobienne s'écrit :

1 —
A=l
(—smx O)
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1 -1
« Si k est pair, AD:[ ) Oj — det=-1<0 = (0,9 PointSell pour le

systeme linéaire qui approche le systé®ea(l voisinage des points d’équilibre paur

pair :
u=u-v
v=-u
tr=1>0

1 -1
+ Sik est impairA:(1 Oj = Jdet=1>0 = (0,9 Foyer Instab pour le
disc=-3< 0

systeme linéaire qui approche le systeé®)ea(l voisinage des points d’équilibre paur

impair.

On peut s’attendre alors a ce que le portrait @ges@local lorsqué est pair soit celui d’'un

point selle, lorsquék est impair celui d’'un foyer instable.

3.2. Théoréme de linéarisation

Théoreme :

Soit le systéme non-linéairg = ®(X) admettant un point d’équilibr@xu, yD) et tel
qu, ou A* est la matrice Jacobienne associée au systemeoiati p
(XD, yD). Alors, dans un voisinage du point d’équilibres lgortraits de phase du

systtme X =®(X) et de sa forme linéarisé&) =AU sont qualitativement

équivalents, sous réserve que le systeme linéagisérresponde pas a des centres.

Exemple 2
Considérons les deux systemes dynamiques suivants :
)‘(:—y+x(>3+ )?) )'(:—y—x(x2+ f)
@1 et (2
y=x+y( X+ ¥) y=x-y( X+ ¥

Les deux systémes admettent I'origine comme pdéqudlibre. Les matrices Jacobiennes

s'écrivent :
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A = X +y* -1+ 2xy A= -3x*-y* —1-2xy
@ 1+2xy X +3y @ 1-2x¢y -x-3y

0 -1

27| 4 Oj' Par conséquent, les deux systémes (1) et

Le calcul a l'origine donn& , =A :(

(2) ont méme partie linéaire au voisinagg@®) . On obtienttrA =0 etdetA = 1, c’est-a-

dire que les systémes linéarisés correspondert aaihdres.

Si on passe en coordonnées polaires, les systdmes(R) deviennent :

r=r? —r
1) {49:1 et (2){6 1

On rappelle quer®=x’+y® et qudand=y/x. Passer un systétme dynamique en

3

coordonnées polaires, cela revient a passer d'sterse er(x, y) a un systéme e(f,é) :
r2=x2+y?= 21 = x+ 2yy

rmr=x [ y +X x+y2} y[x+>(>€+ } Cafl)

i =—xy+x (3 + V) + yx+ y( X+ )

rr =(x2+y2)2 =r4=|r=r]

1 . yx—yX
tanH:y/x:>CO5266?:yX2y
1 . [x+y x2+ }x—;{ y+>(>%+ ] Cas(l)
cos @
1, X+y 1 r? =1
f= 0= =1
cos @ NG - codd r? co%é’:

I =XX+ yy = rr:x[—y— x(x°'+ )f)]+ ){x— )( X+ ﬁ)] Caz)
i =-xy—x* (X +y?)+ xy= ¥( ¥+ V)
rr'=—(x2+y2)2:—r4:>

0= yX— yX
cos 4 NG

tand=y/x=
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12 gz[x—y(xz+ yzﬂ X ;{—y— >( X+ ﬁ)}
cos & X

2 2 2
1 9=X+y:> 1 0= 2r§9:>
co

cos @ NG codéf r

Cas(2)

Dans le cas (1), quelles que soient les conditiaiigles, les trajectoires spiralent en

s’éloignant de I'origine qui est instable :

=0
< ° > r

Dans le cas (2), quelles que soient les conditioitigles, les trajectoires spiralent vers

I'origine qui est asymptotiguement stable :

=0
> . -~ r

= Cet exemple met en évidence le fait que, dansdedes centres, le portrait de phase

local du systéme non linéaire ne correspond pgsumia celui du systéme linéarisé.

D’une maniére générale, un systeme dynamique néailie peut s’écrire sous la forme :

X = partie linéaire+ partie non linéail (S)
(P.L.) (P.N.L)

Ainsi dans I'exemple 2, les systémes (1) et (2¢r&¥&nt avec la méme partie linéaire :

of b = B e

Dans un voisinage du point d’équilibre, on dit dagartie linéaire de (S) eperturbée

par la partie non linéaire.

Dans le cas des Nceuds, Foyers et Points sellartia pnéaire est conservée par de petites
perturbations, on dit que les Nceuds, Foyers ett®eglle sonstructurellement stables ;

le point d’équilibre esyperbolique.
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Par contre, les centres peuvent étre « détruitar»dp petites perturbations et sont dits

neutralement stables je point d’équilibre eston hyperbolique.

Ainsi, dans I'exemple 1, les conditions d’applicatidu théoreme de linéarisation sont
vérifiées parce que les systemes linéarisés nepsgnies centres.

Donc pour k pair, le portrait de phase local correspond aiadflusysteme linéarisé ;

(%T+ le,L2T+ kﬂj est bien un point selle.

Pourk impair le portrait de phase local correspond Bieelui d’'un foyer instable.

3.3. Portrait de phase

Considérons le systeme dynamique suivant :

{X:f(x )

y=9(xY)
En tout point du portrait de pha(sey)i(k], y]), il ne passe qu'une seule trajectoire.
Lorsquet varie, x(t)et y(t) varient également, donc un poillvrt(x(t), y(t)) se déplace

dans le plar(x, y) selon une certaine trajectoire définie & partivd¢x(t=0), y(t=0)).

A Y
= | dx/dt’]
V| dy/dt
M
P X

Figure 13 : Représentation fictive d’une traje@gour un systeme dynamique donné ;
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M, a pour coordonné¢z(t=0),y(t=0)) ;

M a pour coordonnée(s<(t t)) pour unt quelconque ;

M_a pour coordonnééz(t — ), y(t - oo)) :

On peut définir en chaque point de la trajectoinevacteur vitessev de coordonnées

()'(, y) qui est tangent a la trajectoire et orienté darsehs de parcours de celle-ci.

Les points d’équilibre sont tels que 0.

» On définit lessoclines nulles verticalexomme le lieu des points du portrait de phase tel

que la direction de/ soit strictement verticale.e., tel que la composante horizontale du

vecteur vitesse soit nuII@(O, y). Ainsi, les isoclines nulles verticales sont lesirbes

solutions de I'équatiok=0.

» On définit lessoclines nulles horizontalegomme le lieu des points du portrait de phase

tel que la direction d& soit strictement horizontalég., tel que la composante verticale

du vecteur vitesse soit nullg(x0). Ainsi, les isoclines nulles horizontales sont les

courbes solutions de I'équatigr= 0.

 Par définition, aux points d’équilibre, le veatetitesse est nul. Par conséquent, un point
d’équilibre se trouve a l'intersection des isoctinaulles de nature différente (verticale et

horizontale).

Exemple 1 (suite)

Reprenons le systéme de I'exemple 1 :
X=X-Y
Yy = COSX
On rappelle que les points d’équilibre 5{2 +k77,—2+ kﬂj avedk [1Z . Pourk pair, ce

sont des points selle et pdumpair des foyers instables.

L’isocline nulle verticale ¥ =0) est la droitey = X.
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Les isoclines nulles horizontaley € 0) sont les droites verticales d’équationg+ Kkrt.

Figure 14 : Isoclines nulles horizontales et vatés pour le systéme dynamigies X— Y ; Y = COSX,

dans le plan de phase (x, y). On représente latitirehorizontale ou verticale du vecteur vitesselas

isoclines par des segmer+ts ou

Pour construire le portrait de phase, il faut adéserminer le sens des vecteurs vitesse, en

particulier sur les isoclines :

L . 0 _ . , .
— Sur les isoclines vertlcalas{ _;le sens d& est donc donné par le signeyde
y

o . _|X _ . o
— Surles isoclines hOI‘IZOI’lta|®% ; le sens d&/ est donc donné par le signexde

0

Pour étudier le signe d& ou dey, il est parfois commode de se placer sur les dxes

portrait de phase, et d'utiliser la propriété sdimaquelle le sens du vecteur vitesse change

de sens a la traversée d’une isocline de natuiérelifte.

Dans le cadre de I'exemple 1 :

— y=cosx, donc y>0 dans les bandes du plan délimitée mﬂ—%%{

xm}—g ; ,—27[ xm}%’ ; 5—;T[,...Dans les bandes intermédiaings; 0.

— x=x-vy, doncx>0 pour y< x c'est-a-dire en dessous de ¥ bissectrice.

On peut désormais compléter la Figure 14 :
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I
'l"ll"l‘

|
vy Jd
| S
v P dd
| g
oW
XA

Figure 15 : Sens des vecteurs vitesse pour lersgstiynamiqué& = X— Y ; Y = COSX, dans le plan de

phase (x, y).

Remarques
La composante horizontale du vecteur vitesse chalegsens lorsque I'on traverse la

droitey = x. De méme, La composante verticale du vecteursatehange de sens lorsque
, : s
I'on traverse les dr0|tes=5 +Kkrt.

On peut maintenant construire les trajectoires darsortrait de phase, en respectant le

sens des vecteurs vitesse :

y/\

- O —F

Figure 16 : Trajectoires associées au systéme dygnanX = X— VY ; Y = COSX.
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4. Application en dynamique des populations

Quand différentes especes interagissent, la dynende la population de chaque espéce
est affectée par les effectifs des autres populgtian général, il y a une chaine d’especes
en interaction, appeléehaine trophique qui constitue une communauté pouvant étre
structurellement complexe. Par mesure de simpld&g® modeles sous-jacents, nous ne
considérerons ici que des systemes impliquant depgces.

L’exemple le plus classique en dynamique des ptipuk est le modéle de Lotka-
Volterra. Il fut proposé pavito VOLTERRA 1 en 1926 pour des systemes prédateurs-
proies, et parallelement palfred James LOTKA?2, afin d’expliquer I'évolution par

oscillations du niveau des péches dans la mer Agina

Le modele de Lotka-Volterra s’écrit, dans sa versioplus générale, comme suit :
{m=qn+qn@
n,=an+cnn

ol n,(t) et n,(t) représentent les effectifs des populations 1resgectivement.

Les différents paramétres ont une interprétatiotogique :

— En l'absence de la population 2, la population Héeecloppe selon une croissance de
type exponentielle avec un taux de croissance omith égal &, si a, >0. Si a <0,
alors la population 1, en I'absence de la poputa®ipdécroit exponentiellement ;

— La population 2, en I'absence de la populationéhgit de la méme facon que la

population 1, avec un taux de croissance malthusgahaa,. En fonction du signe de
a,, la population 2 va croitreaf >0) ou décroitre §, <0) de maniére exponentielle.
— L’action d’'une des deux populations sur l'autres @eportionnelle au produibn,,

i.e., a la probabilité de rencontre entre individus dieux populations. Le type

d’interaction qui est modéliser est fonction deges respectifs de et dec,.

1 http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Math&amns/Volterra.html

2 http://users.pandora.be/ronald.rousseau/htmi/lotikd.
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¢ <0 ¢ >0
L Population 1 = Prédateurs
c,<0 Compeétition ) )
Population 2 = Proies
. . Symbiose
Population 1 = Proies
c,>0 : ) Ou
Population 2 = Prédateurs _
Mutualisme

4.1. Le modele proie-prédateur de Lotka-Volterra

On se place ici dans le cas g 0 etc, >0.
On note plus classiquemeht(t) I'effectif (ou la densité, ou la biomasse) de ¢gplation

de proies etP(t) celui de la population de prédateurs au tempda formulation

classique du modéle de Lotka-Volterra est alors :

N=aN-bNP [N=N(a-bP
P=-dP+cNP | P= K cN

ou a,b, ¢, d sont des constantes strictement positives. Omitlaavec des densités ou des

biomasses dond&l, P> 0.

Les parametres peuvent s’interpréter de la masigixante :

— a est le taux de croissance malthusien des proi€aleence de prédateurs ;

— b correspond a la quantité de proies qui dispagippadateur et par unité de temps ;
le produitNP peut étre interprété comme la probabilité de retreoentre proies et
prédateurs ; la fonctiobN représente le nombre de proies mangées par uatpogdn
une unité de temps, encore appelée réponse fonetlerde Holling Type I.

— ¢ correspond a la quantité de prédateur qui « afiparpar proies; en général,
c=exb, ou e est le taux de conversion de la biomasse de mwoidiomasse de
prédateur.

— d est le taux de décroissance malthusien des prgdae I'absence de proies.
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* Recherche des points d’équilibre

Les deux points d'équilibre so(0,0) et (ND, PD) =(9i—3j
c

« Etude de stabilité locale (linéarisation)

. . a-bP -bN
La matrice Jacobienne esf\:= \

cP -d+c

0
A = a = det=—ad< 0 = Point sell
(0,0 —d

0
0o -2 tr=0
A = = = (ND, PD) est non hyperboligt
(N%F) ac 0 det=ac>0
b

La linéarisation prévoit des centres autour(dé], PD). Comme nous l'avons vu au § 3.2

du chapitre 3, le théoréme de linéarisation ne ramssire pas de la conservation de ces
centres.
Pour confirmer I'existence de centres, on utiligs dutils globaux, comme [|'existence

d’une intégrale premiére dont la définition esslaante.

Définition 1:
Une fonctiong : D(D ]R{Z) - R continment dérivable est ditgtégrale premiere
du systtmeX =®(X), XOSOR?, dans la régionDOS si g(X(t)) reste

constante pour toute solutiof(t) du systeme.

Autrement dit :

OX (t) avecX (t) =X, , alorg (X (t)) = g(X ,) Ot.

Quant une intégrale premiere existe, elle n'est yague. En effet, sig(X) est une

intégrale premiére, alorg(X)+C ou Cg(X), COR, le sont aussi. La constar@eest en

général choisie pour obtenir une valeur simplg éa X =0.
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Le fait que g(X) soit une intégrale premiére pour le systédie ®(X) peut aussi
s’exprimer a partir des dérivées partiellegdeg/Jdx et dg/dy.

Supposons qu&X = (x, y), et que I'on considére le systéme :

{x= LW s cepx) avecd>(><):(fl(x’ i)]

y="1,(xy) f,(x )
Il vient alors :

d —0=99,.,99

a8 (x(0) ax oy’

. _Jdg a9 B Jg ._ 29
=22 f Z2 ¢ = 9 =23
s m(dxw+ﬂyz(x% 0=—" 1 ayé
g=0g° (X)

En pratique, une intégrale premiére sera soluteon d

dy_f(xy)
dx  f(xy)

(x,y)ODOS

En effet, si les solutions de cette équation satisf
g(x y)=KavecKOR etg:D' - R

alorsg est intégrale premiére d¢=®(X) surD'.

Si on différenciey, il vient :

_99,99dy  dg 0gdy_

dg 0 carg = cste
ox Jdy dx ox Jdy dx
f, (X, . o
En substituant(ﬂ parM et en multipliant parl‘l(x, y) , On obtient a nouveau :
dx " fi(x)
@ fl +@ f2 =0
X ay

fl(x, y) ne doit pas s’annuler s’ sinon dy/ dx n’est pas défini.
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Pour conclure, on peut dire queg(X) est contindment différentiable sty 0 D', et si

994499,
ox 1 dy ?

la relation

=0 est satisfaite, alorg(X) est intégrale premiére si.

Définition 2:

Un systéme qui posséde une intégrale premiéreiediim tout le plani., D =R?)

est un systemeonservatif.

Dans le cas du modéle de Lotka-Volterra, on caltiggrale premiére de la maniere

suivante :
dN _ N(a-bpP)
dP  P(-d+ cN)
- dWN(-ch):%P(a- bR
e -dNicanz 2% bar
N P

o —dInN+cN=dn P- bP K
= alnP+din N-bP- cN= K ( K=-K

Posonsg (N, P)= din N+ an P- cN- bl.

Alors g—ﬁN ﬂgPavecﬁ—E cet@=3—b.
JN JoP N N JoP P
Il vient que :

g=(%-cj (a-bF)+(— @F(Wé'

=(d-cN)(a- bB+( a bR( cN- §=0

Les trajectoires du systéme de Lotka-Volterra stoic données par les courbes de

niveauxg(N, P)= din N+ an P- cN- bl.

Pour montrer que les centres se conservent auE)LQNEI, PD), il faut montrer que les

trajectoires g(N, P): K se referment autour du point d’équilibre, c'estide que la

fonction g(N, P) présente un extremum (éN " PD).
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Par un développement en série de Taylor au voieidaQND, PD), on obtient :

a9 a9
N,P)= g N, P)+—= N- N)+—= PP
g( ) g( ) é’N(ND,PD) ) dP(Nj,P])( )
2 2
ldgz (N_ND)2+_10"% (P_Pg)z
2 JN (v 20P (w7
2
Y N-N)(P- P)
dNo"P(ND’P])
2%y _i__cz
2 2~ 9
ﬁ :i—c:i—czo dN (ND’PD) N d
JN (NJ,PD) ND d/C 0-;29 a b2
Or et 2p? = F:——.
9 -2 _p=_2 p=po (n2F) a
dP(NJ PJ) F“D a/b o,’zg
INOPopy

Donc finalement :

o(N.P)- o[ N, B) =L (n- ) -2 ()
Nous concluons que dans un voisinage(dtff, PD), g(N,P)- g( N, FQ) est de signe
constant et<0, cest-a-dire que la fonctiorg(N, P) présente un maximum local en
(ND, PD). Par conséquent, les courbes de niveauxgd®l, P) se referment, et les

trajectoires du systeme de Lotka-Volterra autou(l‘d& PD) sont bien des centres.

« Portrait de phase

Isoclines nulles :

- Isocline verticale N = N(a-bP=0 = N=0 ou P=%

- Isocline horizontale P = P(cN-d=0 = P=0 ou N=—

Sens des fleches :

-SiN=0,alorsN=0etP=-dP<0
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Sur l'autre isoclineP = a/b, on déduit le sens des fléches par continuitérér phu point
d’intersection des deux isoclines verticales.

-SiP=0,alorsP=0etN=aN>0
Comme précédemment, le sens des fleches sur itigoll = d/ c se déduit par continuité.

« Portrait de phase

P(t)

/‘
N

Figure 19 : Portrait de phase du modéle de Lotkkevfa.

P=alb

K&/

N(t)

N=d/c

« Allure des chroniques

N(t)

P

t

Figure 20 : Chronique du modéle de Lotka-VolterwampN (0) = P(0).

On observe un pic de proies suivi d'un pic de prEds. Des données concernant les
captures de lynx et de lievres, collectées au Gasad une période de 90 ans, mettent en
évidence des variations cycliques de ces popuka(igdelstein-Keshet, 1988).

Ci-dessous, des données issues d’Internet :

http://people.westminstercollege.edu/departmengsise/The Natural World/Lesson Sch

edule/Assignments/Hare Lynx.htm
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100

90 x
o) / \
. r

60 - —&— Snowshoe Hare Pelts
50 (thousands)

—l— Canada Lynx Pelts

40 (hundreds)

30 1
20 ¢

10

Figure 20bis : Data from an interesting study fritwe 1930's. They represent the number of peltsghtou
into the Hudson Bay Trading Company over a 28 peaiod.

4.2. Critique et modifications du modéle de Lotka-Volterra

Le modele classique de Lotka-Volterra n'est passfeédant du point de vue
biologique car la croissance des proies est suppes@onentielle en lI'absence de
prédateurs. Un modeéle plus réaliste doit au moiesdre en compte une auto-régulation

de la croissance des proies par une fonction Iggestar exemple.

Une version modifiée du modeéle de Lotka-Volterradesc :
N=rN (1—Ej— bNP
K
P=P(cN-d)

ou K représente le nombre maximum d’individus que Idemipeut supporter, encore
appelé capacité limite ou capacité de charge. @ile troissance logistique limite la
croissance des proies et reflete donc une competititra-spécifique (pour l'acces aux

ressources par exemple).
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* Recherche des points d’équilibre
Les trois points d'équilibre sorfd, 0), (K, 0) et (N, P) :(g,—(l——D.
C

Le dernier point d’équilibre a un intérét biologaysi K >g
c

« Etude de stabilité locale (linéarisation)

| | ([1-2N_pp  —pN
La matrice Jacobienne esA:= K
cP -d+cN

r 0
:(o dj On a deux valeurs propregt -d de signe contraire.

Donc (0,0) est un Point Selle

. _(—r -bK det(A:w):_r (7 +c)
<Ko>_(0 —d+cKj tr(Aszo))z—r—d +c K

)< 0donc(K,0) estun Point selle
C

SiK<E, det| A

sik>9 det(A
 » def

(<o)
:K O)) > Oet tr(A S )<O donc(K,0) est stable (noeud stable)

(K.0)

' (1—2—'\'} “bP  -bN

S M
| cP -d+cN
RO IEr{ E B B o -
Or, (N , P ) vérifie K donc la jacobienne se simplifie :
P=cN -d=0
- .Y detf A, . |=bcP N >0
N LAY ( (N'P)j
Ao 7| K :
| cP 0 tr(A*Hj=—rN <0
(nF) K

Donc quand il existe(N* >0 etP > q le point d’équilibre non trivial est stable (faye

stable).
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« Portraits de phase

Isoclines nulles dans le plaN,P) :

- Isoclines verticales N = N(r(l—%j—bP] =0 <« N=0 ou Pzé( }Ej

- Isoclines horizontalesP = P(cN-d=0 = P=0 ou N=—

Sens des fleches :

‘N>0 - r(l—ﬂj—bp >0 - P<1(1—ﬁj
K bl™ K

Donc en dessous de la droite d’équati@n:%(l—ﬁKj, la population de proies

augmente® ), et inversement, au-dessus dedreite, elle diminue< ).

-P>0 - N>E
c

Donc a droite de la droite d’équatidth:%, la population de prédateurs augmerte (),

et inversement, a gauche de cette droite, ellendienf/ ).

Il'y a donc deux portraits de phase possibles :

@ (b)
a0,
&0 R g

\‘ N

[N
—~ s
- g
5 2
z E
2 =%
£ &

L A T I El o
Population ( N) Population ( N )

Figure 21 : Portrait de phase du modéle de Lotkkevta modifié (a) pouK > d/c et (b) poulK < d/c.

Si la capacité limite des proies est suffisammaeantef (supérieure @/c), les
trajectoires convergent vers le point d’équilibmririvial : on a coexistence des proies et
des prédateurs (Fig. 21 (a)).

Par contre, si la capacité limit¢ diminue, la population de prédateurs s'éteinteet |
population de proies se stabilise a sa capaciiélifhig. 21 (b)).
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« Allure des chroniques

(@) | (b)

Population (P, N )
Population (P, N )

SN

Time (¢ ) Time ( t)

Figure 22 : Chronique du modéle de Lotka-Volteradifié (a) pourK > d/c et (b) pouK < d/c.

Le fait d'introduire de la compétition intra-spéqife chez les proies (croissance
logistique) stabilise le modele. Cependant, il fqué la capacité limite du miliei soit

suffisamment grande pour observer une coexistemda proie et du prédateur.

Par ailleurs, le terme de prédatictbNP est aussi irréaliste du point de vue
biologique. En effet, le nombre de proies qui diggsent par unité de temps et par

prédateuri(e. la réponse fonctionnelle, encore apgdelection réponseF, ) est egal &N,

c’est-a-dire proportionnelle & (Holling type 1). Ainsi, lorsqueN augmente, un seul
prédateur est en mesure de manger une quantitéodes muasi illimitée par unité de
temps.

Pour prendre en compte un effet de saturation diésacontraintes physiologiques,

empéchant le prédateur de manger de grandes @saaéitproies, il est usuel d’utiliser une

fonction réponse de Holling type Il :

: a
aveclimF, =—

" 1+pN N
Un modele encore plus réaliste pour les systémag-prédateur est donc le modele de
Holling :
N =N (1—ﬁj— a NP
K/) 1+0N
p=-dP+ eI
1+ 8N
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Une alternative a ce modéle a été proposée dansdele de Holling-Tanner qui suppose
cette fois que la capacité limite des prédateurtoastion du nombre de proies :

N:qN@—ﬂJ—aNP
K) 1+ /4N

Png@—lij
yN

Il existe bien d'autres types de réponses foncttlas. Celles présentées ici
dépendent de la densité de proies et sont ditasspd@pendantes (fonctions 8. En

fonction du comportement du prédateur envers s&,pon peut également avoir des
réponses fonctionnelles proies-dépendantes denigotiipe Ill, type 1V, des fonctions

prédateurs-dépendantes (fonctionsR)eou encore ratio-dépendantes (fonctions du ratio
N/P).
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