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1. Introduction

Figure 16 : Trajectoires associées au systeme dgoanx = X— Y ; Y = COSX.

Comme nous l'avons vu au chapitre 2 (Figure 16),pent, dans la plupart des cas,
construire le portrait de phase global & partitadeonnaissance des systemes linéarisés au
voisinage des points d’équilibre

On constate sur la figure 16 que les portraits llese locaux correspondent bien a des
points selle ou des foyers instables, ce que neais iadiqué I'étude de stabilité locale par
la méthode de linéarisation.

Dans cet exemple, on a donc pu construire le porde phase global a partir de la
connaissance des systemes linéarisés. Ce n’esttop@surs possible Théoreme de

linéarisation) et cela dépend des propriétés de stabilité desspdéquilibres.

Pour tout point d’équilibre d'un systeme dynamiguelcongue, il n'existe que trois types

de stabilité : la stabilité asymptotique, la stiéddiheutre, ou l'instabilite.

Définition 1 :

Un point d’équilibre (xD, yD) d’'un systéme dynamiqueX =®(X) est dit
neutralement stablesi pour tout voisinage/ de(xD, yD), il existe un plus petit

voisinageV' 0V de (xD, yD) tel que toute trajectoire traversavit reste dansv

lorsquet augmente.

Par exemple, les centres sont neutralement stables.
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Définition 2 :
Un point d'équilibre (xD, yD) d’'un systéme dynamiqueX =®(X) est dit

asymptotiqguement stables’il est stable et s’il existe un voisinaye de (xD, yD) tel

que toute trajectoire traversawit converge ver%xm, yD) lorsquet tend vers l'infini.

Par exemple, les foyers et les nceuds stables spmpaotiquement stables.

La stabilité asymptotique impose que la limite ttagectoires lorsqué — o soit le point
d’équilibre, tandis que la stabilité neutre impsselement que les trajectoires restent dans

un voisinage du point d’équilibre sans nécessainttemdre vers celui-ci.

Exemple:
Considérons le systéme dynamique suivant :

b
y=X

Le point d’équilibre(0,0) est stable mais pas asymptotiquement stable.

La linéarisation au voisinage cﬂé,o) conduit a la matrice Jacobienne suivante :

(0 -3y (00

detJ(O’O) = 0, l'origine est non hyperbolique et par conséquerthéoreme de linéarisation

ne s’applique pas.

Comme le montre la Figure 17(gauche), les trajezton’approchent jamais l'origine
lorsquet tend vers l'infini, I'origine n’est donc pas asytapquement stable.
Cependant, l'origine est neutralement stable. Eat,ed’apres la Figure 17(droite), il existe

des voisinage¥ et V' (V' 0V ), tels que toute trajectoire traversafitreste dan¥ .

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p3/38 -
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Figure 17 : Trajectoires (centres) du systéme djmaex = —y° ;Y = X.

Définition 3:
Un point d’équilibre(xD, yD) d’'un systéme dynamiqu& =®(X) qui n'est pas

stable est diinstable.

On peut, dans la plupart des cas, construire lérgibde phase global a partir de la
connaissance des systemes linéarisés au voisiregpaihts d’équilibre, sauf dans deux

situations particuliéres :

— La premiere, lorsque le théoreme de linéarisatiensiapplique pas (cas des points

d’équilibres non hyperboliques, ou cas des centres)

— La seconde, lorsque le systeme dynamique présentmportement particulier au
niveau global du portrait de phase. Ce comporterpariiculier peut se traduire par la
présence dérajectoires homoclines i.e., qui partent d’'un point d’équilibre et qui y

reviennent (Figure 18b), ou dgcles limites(Figure 18c) par exemple.

Dans ces deux cas, une approche locale est irentfi®t il faut utiliser des outils globaux,
comme les fonctions de Liapunov, pour faire I'étedenpléte du systéme dans le plan de

phase tout entier.
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(a) (b) (c)
Figure 18 : Trois portraits de phase globaux ga@liement différents mais correspondant a troisitgoi

d’équilibre avec le méme comportement local.

Ainsi, des systemes d’EDO non-linéaires différegpgsivent présenter les mémes points
d’équilibre (méme nombre et méme nature), maisasecprrespondre aux mémes portraits

de phase globaux.

2. Les fonctions de Lyapunov

Les fonctions de Lyapunov, a l'instar des fonctiom®grales premieres, sont des outils
globaux d'étude des systemes dynamiques. Ellesgttamt, dans le cas ou le théoreme de
linéarisation ne s’applique pas, de montrer qu'omfpd’équilibre est asymptotiquement
stable et d’avoir une bonne estimation de son bagattraction, c’est-a-dire de 'ensemble
de tous les points du plan a partir desquels fgdi@re tend vers ce point d’équilibre

lorsquet tend vers+o.

L'idée développée pahleksandr Mikhailovitch Lyapungwnathématicien russe de la fin
du XIX®Msiéclé, spécialiste de la stabilité des systémes, eicptirement de ceux issus

de la mécanique des fluides, a été d’introduire fdestions réelles et d’étudier leurs

variations le long des trajectoires du syst&ne ®(X).

On rappelle ici que

- BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p5/38 -
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Définition 1:
Soit 9 un voisinage ouvert d&” contenant I'origine. Une fonction réelle de classe
c:
Vv - Ravec(x.y) - V(x,)
est undonction définie positivesurV — si:
0) v(0,00=0

(ii) V (x, y) >0 pour tout(x, y)O% avec(x, y)#(0,0)

Par exemple la fonctioW (x y)= X + Y est définie positive suR? tout entier, tandis

que la fonctionV (x, y) = ¥ + ¥ — y est définie positive que dans un petit intervalte

valeurs de< (Figure 1).

Figure 1: A gauche/ (x, y)= X + ¥ ; adroiteV(x y)= X+ y - y.

Par contre, les fonctiong (x, y)= x+ ¥, V(x y)=(x+ y)° ou bien encor&/ (x y) = ¥

ne sont pas définies positives, dans aucun voisinagtenant l'origine (Figure 2).

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p6/38 -
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Le fait qu'une fonction soit définie positive (au sns de ladéfinition 1) implique

gu’elle admet un minimum a l'origine, au moins locéement.

Par exemple, la fonctioW (X, y) = X + y est définie positive suR’ ; elle admet dans ce

cas un minimum global.

Définition 2 :
On appelle courbes de niveaux associées a uneédorugfinie positivev(x y) , les

lieux des points du plan qui vérifiant I'équativi( x, y) = k, aveck >0 etk petit.

Ainsi, pour une fonction définie positive, les colres de niveaux dans le pIar(x, y)

sont des courbes concentriques autour de l'origine.

Dans le cas de la fonctib’r(x, y)= X + ¥, les courbes de niveaux sont des cercles

concentriques autour de l'origine (Figure 3).

Figure 3 : Courbes de niveaux de la fonctio(x, y) = X + ¥ .

D’une maniere générale, on choisira de préférecmmme fonction définie positive une

fonction polynomiale, i.e. une fonction quadratidumenogene.

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p7/38 -
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Une fonction quadratique homogéh’e(x, y) = aX +2bxy+ cy, aveca, b etc des

nombres réels, est définie positive si et seulersieat-0 et ac— ¥ >0.

On va maintenant étudier les variations des fonstidéfinies positives le long des

trajectoires du systémé(:¢(x), et plus précisément la facon dont les trajecsoire
coupent les courbes de niveaux de ces fonctions.

Soit X(t):(x(t),y(t)) une solution du systémX =®(X), et V(x y) une fonction
définie positive. Alors la dérivée de la fonctiwr{x, y), en un point de la trajectoiné(t),

s'écrit ;

SoitV :%f(x, y)+Z—\; a( %y

Cette expression est en fait le produit scalair@etieur vitesse, tangent a la trajectoire, et

de coordonnéefx, y) = ®(X), avec le gradient A (x, y) :
V=0(X)+0V(X)=|o(X)[.[OV(X)|.coss (2.1)

ol OV(X) ou gradv est le vecteur gradient associé \&(x y) de coordonnées

\% : .
(W ﬂ—] et 8, I'angle entre le vecteur vitesse et le vecteadgmnt.

Ix'dy

Le vecteur gradient 0OV (X) ou ij indique la direction et le sens de variation de

V(x y) dans I'espace. Par différentiation, on obtient :

dv = NV dx+a—v dy
0x oy

=gradV.dM

ol dM est le vecteur déplacement entré/ (X, y) et M'(x+dx y+ dy).

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p8/38 -
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v

Ainsi, gradV estorthogonal aux courbes de niveaux de/, puisque les courbes ds
niveaux vérifient V (x, y)= k soit V=0 = dV=0. Il est par ailleurs orienté dans le

sens de la plus grande pente.

Comme le montre I'expression (2.1), le signe\deest celui decosd. Ainsi, comme

l'illustre la figure suivante, trois cas peuventsésenter.

V(x) = @ Vix) = 6 V(ix) = k‘

V(x0) < V(x0) = V(x0) >0

Intersection des courbes de niveaux avec un veetisse tangente a la trajectoire d’un systemeuhyque.

- Si 95}—7—27 ; LT[ alorsV >0, les trajectoires traversent les courbes de niveau

I'intérieur vers I'extérieur.

. Vg - . . :
- Si HD}E ; %{ alorsV <0, les trajectoires traversent les courbes de nweau

I'extérieur vers l'intérieur.

- Sif= ig’ alorsV =0, les trajectoires sont tangentes a la courbed=sni

Théoréme de Lyapunov

Soit X”=0 un point d’équilibre du systéme dynamigie= ®(X) etV (x,y) une

fonction C* définie positive dans un voisinagé de l'origine.

(i) SiV(X)<0 OXov -{0}, alors I'origine esstable
(i) SiV(X)<0 OXo¥ —{0}, alors I'origine esasymptotiquement stable

(i) Si V(X)>0 OXov —{0}, alors I'origine esinstable

- BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p9/38 -
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Définition 3:

Une fonctionV(x, y) définie positive sur un voisinag® de l'origine est dite
fonction de Lyapunov faible pour le systtme X =®(X) si V(X)<O
OX ov —{0}.

SiV(X)<0 OXov -{0}, la fonction de Lyapunov est diferte.

Exemple 1: Considérons le systeme dynamique suivant :

{x=—(x—1)3
y=-(y-2)
Ce systéme admet un point d’équilibre unique derdmmées(1,2). Dans un premier

temps, effectuons le changement de variables duiparmettant de ramener le point

d’équilibre a l'origine :

u=x-1
v=y-2

Avec ces nouvelles variables, le systeme se rémrime suit :

Ce systeme admet l'origine comme point d’équilihneique. La matrice Jacobienne

_,2
A= 3u 0
0 -37

00
ce qui donne au poir([0,0) DA, :(O O)' Le point d’équilibre origine est donc non

s'écrit :

hyperbolique et le théoreme de linéarisation npique pas.

Soit la fonctionV (u, v) = U + V définie positive.

V = 2uu+ 2Vv= —2( o+ \?)

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p10/38 -
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Quelque soitu etv, V <0, la fonctionV (u,v) est donc une fonction de Lyapunifwrte,

et d’aprés le théoréme de Lyapunov, l'origine sgtaptotiquement stable daiis .

Par conséquent, quelque soit la condition inittlasR?, la trajectoire tend vers l'origine

dans le plar{u,v) ; on dit queR’ est I_ du point d'équilibre(0, 0).

Figure 4 : Trajectoire du systeme=-u’ ; V=-V.

Exemple 2: Considérons I'équation différentielle d’ordres@vante :

2+2az+ z+ 2=0 avedOaiod

On peut construire le systeme dynamique équival@rant :

{&=&
X, = =% —2a% = X

(0,0) est le seul point d’équilibre. La matrice Jacoh&au point d’équilibre s’écrit :

0 1 detA, =1
A= o _
1 -2a trA, =—2a

Par conséquent, du fait q-, on peut dire qu(:0,0) est asymptotiguement stable.

On peut alors utiliser une fonction de Lyapunovrpdéterminer ldbassin d’attraction de

(0,0). L’idée consiste a exhiber une fonction de Lyapugoadratique. Pour cela, nous
allons mettre la partie linéaire du systems,la matriceA,, sous forme de Jordan.

Les valeurs propres d&, sont solutions de :

A?+2al+1=0soit A, ,=-a+iB avecf=+1-a’

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p11/38 -
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1 0
Les vecteurs propres sowt, :( aj *i (ﬁj .

1 0 0
En posantP = avecP™ -1 P , On obtient la forme de Jordan suivante :
-a f Lla 1

On effectue alors le changement de varialdesPY , soit Y = P™'X. Ainsi :
Y1 = -
' );l_ ou {Xl =Y
Y =E(a>a+ %) % =-ay+BY,
On obtient finalement le systéme suivant :
Vi =-ayt By,
. 1
Y, :_:Byl_ ayz_E ﬁ
On prend comme fonction de Lyapunov la fonctionrdéfpositive suivante :
V(% %) =2+ )
2a

. 1 : .
Alors —V:(yf+ y§)+—lg ¥ y,. C'est une fonction constituée d'un cercle et éun
a

ryperbole (VSTINERIEIKOERIASIMIPRBZIDIERIE) On it qus <1, donc f<1

etaf <1. En considérant le domaine autour @030) le cercle de rayom, =\/af, on
montre aisément queV >0, donc queV <0, ce qui permet de conclure & la stabilité
asymptotique du poirf0,0).

Cette fois-ci le bassin d’attraction est le cedﬂecentre(o,o) et de rayorr, = /ag .

Théoréme dBarbashin-Krasovskii-LaSallgpourfonctions faibles

S'’il existe une fonction de Lyapundaible V()g y) définie dans un voisinage de
I'origine pour le systéme dynamiqué=®(X), alors, siV ne s'annule pas le long

d'une quelconque trajectoire autre que le point gdiéore, l'origine est

asymptotiquement stable.

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p12/38 -
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Exemple 3: Considérons I'équation différentielle d’ordre 2+6x*%+ x=0 qui est

équivalente au systeme dynamique suivant :

X=y
y=-x-6XYy

L’origine est le seul point d’équilibre. La matridacobienne e(10,0) s'écrit :

0 1 0 1 e
A= = A = Partie linéaire
-1-12xy -6X -1 0

La linéarisation prévoit I'existence de centreq)aint(o,o) , on est donc dans le cas ou le

théoréme de linéarisation ne s’applique pas. It flanc vérifier, avec une fonction de

Lyapunov, s’ils sont conservés au niveau du pard@iphase global.
Soit la fonction définie positivie/ (x, y) = X + ¥, alorsV = 2xk+ 2yy=-12X ¥.
V s’annule soit pourx =0 soit poury =0 et est strictement négative partout ailleurs. Par

conséquenty <0 c’est-a-dire qud/ est une fonction de Lyapundaible pour le systéme
dynamique considéré. Ainsi, d’apres le théoremkyag@unov, I'origine est stable.

D’autre part, sk=0, la dynamique devient :

X=Yy
y=0

Ainsi, toutes les trajectoires traversent la droite0, sauf a I'origine (Figure 5a).

De méme, sy =0, la dynamique devient :

x=0
y=-x

Dans ce cas, toutes les trajectoires traversehblee y =0, sauf a I'origine (Figure 5b).

En conclusionV est nul partout sauf sur les deux axes0 et y=0 ol il s'annule

seulement momentanément (Figure 5).

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p13/38 -
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(@) (b)

\

Figure 5 : cas particuliers associés au syst&mey ; y=-x-6 >2 y; (& gauche) lorsque x=0; (a

droite) lorsque y = 0.

D’apres le théoreme de Barbashin-Krasovskii-LaSatler fonctions faibles, on peut donc

conclure a la stabilité asymptotique de l'origifggre 6).

Figure 6 : Trajectoires associées au syst&mey ; y=-x-6 )(2 y.

Théoréme d’instabilité d€etaev:

Supposons que le systéme dynamigue GJ(X) admet l'origine comme point fixe.
Si une fonctiori\/(x, y) , a valeurs réelles et de classg existe telle que :

1. Le domaine de définition dé(x y) contientD ={X/|X|<r} ot r est une
constante réelle strictement positive.

2. |l existe des points aussi prés que I'on veutatégine pour IesqueIS/(x y)
est strictement positive.

3. V>0 surD-{0}

4. V(0)=0

Alors, I'origine est instable.

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p14/38 -
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Exemple4 :Soit le systeme dynamique :

{)‘(=2x2—xy
y=y

00
La matrice Jacobienne au point d’équilif@0) s'écrit : A, = [O Oj , L'origine est donc

non hyperbolique et le théoreme de linéarisatios’agplique pas.

Soit la fonctionV (x, y)=a X +BX y+y xy+0J y. Cherchons les valeurs de 3,y,0

pour queV (x, y) réponde aux conditions du théoréme d'instabilé€ ettaev.
V=6ax'+(48-2) Xy+(2y-B) Ry +y xy+ P ¥

On sait par ailleurs quéx+ y)4 =X +4X y+6X ¥+ 4 xy+ y; Par identification, on

peut choisira, £,y,0 tels que :

30=1 a=43
43-3=4 |B=2
oy-f=6  |y=4
y=4 0=Y3

Il vient :
V=8X'+4Xy+ 6 ¥+ Axj+ y=7%+( % ¥ >C

La fonctionV (%, y) est alors donnée par :

V(X y)=g>?+2>3y+4><§+% y

- Le point 1. est vérifié puisqdé(x, y) est définie suiR? ; on peut prendre pol
n'importe quel cercle de centre I'origine et dearay.

- Le point 3. est vérifié sans probléme étant doitiegpression de/ ;

- Le point 4. est aussi Vérifié.

qui est strictement positive pour

w|<,

- Le point 2. est Vvérifié car sk=0, V(x y) =

y >0, ainsi il existe sur I'axe deg des points arbitrairement pres de l'origine tels

queV (X y)>0. Idem poury =0 (Figure 7).

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p15/38 -
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. . . ) 4 1,
Figure 7 : Représentation 3D de la fonctir(x, y) = 3 X +2X y+ 4 xy +5 y lorsquex=0.

On en conclut, d’aprés le théoréme d'instabilité€deaev, que I'origine est instable.

Figure 8 : Trajectoires associées au systéme2x’ - xy ; y= ¥.

Exemple 5 :
{)‘(: -X=2Vy
y=2xy-y

. P . . .. -1 0
(0,0) est point d'équilibre. La matrice Jacobienne (@n0) s'écrit A, = o o elle

posseéde une valeur propre nulle, le théoréme darigation ne s’applique pas.

SoitV(x y)= X + y définie positive.

\Y; =2x(—x—2y?)+ 2y(2xy— 3?7)
= =2X> —Axy’ + Axy - 2y
:—2(x2+ y“)

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p16/38 -
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V <0 pour toute valeur d& ety dansR® et ne s’annule qu'erf0,0). C’est donc une

fonction de Lyapunov forte, on en conclut que Bame est asymptotiquement stable. Le

bassin d’attraction edk?.

A

A e d—
e e a
g o,
e
3 e,

Figure 9 : Trajectoires associées au systére-x-2y ; y=2xy- Y.

Exemple 6 :

X=y
y= —x—(l— x2) y
. A . . .. 0 1
(0,0) est point d'équilibre. La matrice Jacobienne {@h0) s'écrit A, = L 1)
d’apres le théoréme de linéarisation, on en déditgictement que l'origine est un foyer
asymptotiquement stable. On va utiliser une fomctite Lyapunov pour déterminer le

bassin d'attraction. SoW (x, y) = X + y définie positive.

V=2xy+2y(-x-(1- %) y=-2§(1 %
On a cette fois une fonction de Lyapunov faiblesgueV < 0.
V =0 pour y=0 ou bienx==+1.

Si y=0, alors{, ne s’annule pas en dehors @(130) On en conclut que l'origine
y=-X

est asymptotiquement stable, d’apres le théoremBadbashin-Krasovskii-LaSalle pour
fonctions faibles.

D’aprés I'expression d¥ , on voit queV <0 pour |x <1. Le bassin d'attraction du point

d’équilibre (0,0) est donc défini pajx <1 (Figure 10).

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p17/38 -
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Figure 10 : Trajectoires associées au systemey ; y=-x- (1— )3) y.
3. La notion de cycle limite

3.1. Définition

Dans tout ce précede, nous avons étudié en déwilifférents cas possibles ou une
solution tend vers un point d’équilibre : avecHédreme de linéarisation (chapitre 2, § 3),
avec la notion d’intégrale premiére (chapitre 2) 8t les fonctions de Lyapunov (Chapitre
3,82).

Un autre comportement possible pour une trajectestede tendre vers un mouvement
périodique : dans le cas d'un systéme planaire, sighifie que les trajectoires tendent vers
ce que I'on appelle uoycle limite

Un cycle limite attractif (resp.répulsif) est une trajectoire fermée (donc une solution
périodique) vers laquelle tendent (resp. de lagug@loignent), lorsquetend versto, les
trajectoires voisines. Les cycles limites sont adss séparatrices : ils séparent des régions

ou les trajectoires ont des comportements différent

Remarque Par définition, un cycle limite est isolé de tewautre trajectoire, ce qui

implique que les centres ne sont pas des cyclégém

Exemple 7: Cas d’'un systéme linéaire

{)‘(:y : (o 1)
_ = X=AX avecA = :
y=-X 1

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p18/38 -
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On est dans le cas duadmet deux valeurs propres complexes conjuguépartie réelle
nulle et de partie imaginaire égale a -1. On a dtwsccentres (Figure 11).

T SN
L SRS
2 AN
[ )

Figure 11 : Trajectoires associées au systerey ; y=-X.

Exemple 8: Considérons le systeme suivant :

et

La partie linéaire de ce systeme au point d’éqw'l(lﬁ),o) est identique au systeme linéaire

de 'exemple 7 précédent. Comme le montre la Fig@rda partie non linéaire conduit a la

« perte » des centres, et a I'apparition d’'un cijolée stable.

X X
Figure 12 : Trajectoires associées au syst{m%:{ y}+a’(1— X2 - yz){ } aveca =1.
y X y

X X
Figure 12bis : Chroniques associées au syst%ly}:[ q +a(1— X2 - yz)[ y} aveca =1. Les conditions

initiales sont :x(0) = 0.2 et y(0) = 0.1.
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X1

X X
Figure 12ter : Chroniques associées au syst%rda:[ y}ﬂz(l— X2 - yz)[ y} aveca =1. Les conditions

initiales sont :x(0) =1.4 et y(0) =1.3.

Pour montrer I'existence des cycles limites, ebl@tdeur stabilité, nous ne disposons pas
de beaucoup d’outils. Nous allons cette année mpdile théoréme fondamental, celui de

Poincaré-Bendixson, nous en verrons d’autres l'aqméchaine.

3.2. Le passage en coordonnées polaires

Si nous reprenons I'exemple précédent, la formutatiu systéme permet de passer des

coordonnées cartésiennies y) aux coordonnées polair¢s, 6) :
. x=y+a(l- X - ¥) x
[gHy}a(l_xz_yz){x} ( )
y] [=X y y:—x+a(1—x2—yz) y

On rappelle que® =x*+y” et queand = y/x.
r2=x2+y?= 21 = x+ 2yy
rr'=x[y+a(1—x2—y2) x]+ y{— x+a(1— X — 3?) )]

= a'(l—x2 —yz)(x2 + y2)

r‘:a(l—rz)r
_ 5 _ YX— yX
tand=y/x= co§00_ v
1 9_[—x+a(1—x2— yz) y} X— ){ yl-a(l— X - ﬁ) %
cog6 X
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L’étude de ce systéeme montre qu’un cycle limitedidat est le cercle de rayan=1 qui

correspond & =0, et qui est bien décrit dans son entier puis§ue0. On voit que la

stabilité va dépendre du signe de

e En effet, sia>0, r>0 pour O<r(0)<1, ce qui conduit au portrait de phase

suivant :

Le cercle de rayom =1 est donc un cycle limite stable (Figure 12, cisiss avear =1).

» Par contre, sid <0, r <0 pour O<r(0) <1, ce qui conduit au portrait de phase

suivant :

PELAFRASS
FEAA AR
A
D N R R

NS
AR
N
R
e g NN N
P ey MR
A A
AT PN

. e 9 X| |y a_ 2\ X -
Figure 13 : Trajectoires associées au syst n; = +a(1—x —y) y aveca =-1.
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Exemple 9: Considérons le systeme suivant :

X=Yy
y= (2— x2) y— X
Il s’agit de I'équation de Van Der Pol, qui peussius’écrire sous la forme d’'une équation

différentielle d’ordre 2 :

X+(x2—2) X+ x=0
Cette équation est trés utilisée pour décrire ldévon dans le temps de certains
phénomenes électriques.
La figure 13bis montre le portrait de phase de ystésne. On y voit un cycle limite
attractif : les trajectoires situées a l'intérigaroviennent d’'un nceud instable (I'origine),

celles situées a I'extérieur proviennent de I'infi@n remarque au passage qu’'un cycle

limite n’est pas nécessairement un cercle.

Figure 13bis : Trajectoires de I'oscillateur de Vder Pol, dont le systéme d’équation est

X=Y; y:(z— x2) y— X

3.3. Le théoréeme de Poincaré-Bendixson

3.3.1. Définitions
Définition 1 :
Un compactde R? est un ensemble fermé et borné :

Fermésignifie que la frontiére est incluse ;

Bornésignifie qu'il est délimité par des bornes fin{gsto )
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« Le carré de cotfa,b|, aveca pOR est un compact ;

* Le disque de rayonest un compact (Figure 14) ;

« RR? n’est pas un compact car il n’est pas borné.

(@ (b)

Figure 14 : (a) Carré de cotfa,b| ; (b) Cercle de rayonr.

Définition 2:
Un ensemble est ditonnexe («connected region) s'il est constitué « d'un seul

morceau ». Il est de plasmplement connexes’il n’a pas de « trous ».

Exemple:
« R? est connexe et simplement connexe ;
* Le disque de rayon 1 privé du disque de rayon Y2ceshexe mais n'est pas

simplement connexe (Figure 15).

Figure 15 : L’anneau rouge est un ensemble conngais pas simplement connexe

Définition 3:

Un domaineD de R? est unensemble positivement invariant (« positively
invariant») pour le systéme dynamiqué= @ (X ) -s'i-estsimplement-connexet
Si pour toute condition initial@(0=(x0,yo)D D, la trajectoire issue deX, est

contenue danB.
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Remarques
* Un ensemble positivement invariant n’est pas néesaent borné.

» Le terme « positivement » vient du fait que 'ogaede la trajectoire dans le sens

dest croissantsi(e. pourt = 0).

» Les trajectoires peuvent éventuellement étre taegeila frontiere d’'un ensemble

positivement invariant.

Exemple 1: Considérons le systéme dynamique suivant :
x=x(y-1)
{y =y(x-1)
On voit immédiatement que les droites=0 et y=0 sont isoclines nulle verticale et
horizontal respectivement. Toute trajectoire isdiugme condition initiale dans I'un des

quatre quadrant d&? reste dans ce quadrant lorsque +« . Chaque quadrant est donc
un ensemble positivement invariant pour ce syst@tigeire 16).

Figure 16 : Trajectoires associées au systeémmex(y-1) ; y= Y x1). Les quatre quadrants de

R? sont positivement invariants pour ce systémes.

Exemple 2: Retour sur le modéle de Lotka-Volterra (Chapirg 4.1).
N = aN- bNP
{P =-dP+ cNF
Les axesN =0 et P =0 son respectivement isoclines nulles verticaldsoezontale. Ici,
le domaine deR? d'intérét d’'un point de vue biologique est le guaad dit positif,
D={(N,P)/N20, qu, qui est positivement invariant pour le modéle ldeka-
Volterra (Figure 17).
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Figure 17 : Trajectoires du modéle de Lotka-Voleepoura=b=c=d =1.

Définition 4:
Un domaineD de R? est undomaine attractant («trapping region») pour le

systéme dynamiqueX =®(X), si D est compact_epositivement invariant—et si

Exemples:
 Dans le modéle de Lotka-Volterra précédent, toutaloe D ayant comme

frontiere un des centres, est un ensemble posiémemvariant mais pas attractant.

* Si on revient au systeme de la Figure 16, on vo# lg domaind® défini comme

{(x, y)/-1< x<1,-1< y< :} est un domaine attractant.

3.3.2. Théoreme et corollaires

Définition :

Soit le systtme dynamiquk = ®(X) défini sur Q OR?. Soit XJQ. On appelle
im ®(X)=Y .

— +oo

wlimite de X, que I'on notew(X) , 'ensemble deyy 0 Q tels quel

On dit qu’un point d’équilibre est attractif (asytofjguement stable) si, dans un voisinage,
toutes les trajectoires s’en rapprochent. Si odosge un pointX dans ce voisinage, son
awlimite est alors constituée par le point d’équiibattractif lui-méme. On peut alors

définir le bassin d’'attraction du point d’équilibag¢tractif, comme I'ensemble des qui
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ont pour wlimite le point d’équilibre attractif : ce bassaiattraction est un ensemble

positivement invariant.

= Le théoreme de Poincaré-Bendixson permet de détwirs les ensembleas-limites

compacts d’'un systeme dynamiculanaire.

Théoréme de Poincaré-Bendix$on

Soit D un domaineattractant du plan pour le systeme dynamiqpéanaire
X =®(X). Alors, pour toutX 0D, sonalimite est soit :

(1) Un point d’équilibre attractif ;

(i) Une trajectoire périodique (un cycle limite) ;

(iii) Une réunion de points d’équilibre reliés s trajectoires régulieres.

Conséquence Un ensemble Iimitea)(X) non vide compact d’'un systéme dynamique

planaire, qui ne contient pas de point d’équililest, une trajectoire périodique.

Corollaire 1:
S'il existe dans le plan un domaine attractant pousysteme dynamique, @i ne
contient pas de point d’équilibralors il existe au moins un cycle limite entiesgrm

contenu dans ce domaine.

Corollaire 2:

S'’il existe dans le plan un domaine attractant poursysteme dynamique, qti
contient un_uniqgugoint d’équilibre_instablealors il existe au moins un cycle limite
entierement contenu dans ce domaine.

2 Jules Henri POINCARE (1854 — 1912, Nancy, France)
Ivar Otto BENDIXSON (1861 — 1935, Bergshyddan, Sz)éd
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/indéxlh
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Nous verrons que, dans la pratique, il n'est pagotos facile d’obtenir un domaine
attractant (on dit une «boite » de Poincaré-Besatix qui permette d’appliquer le
théoréme ou ses corollaires.

Selon les systemes, il sera parfois possible datilune fonction de Lyapunov pour arriver

a nos fins.

Exemple 1: Reprenons le systeme dynamique suivant :

S]]

La fonctionV (x, y) :%( X + f) est une fonction de Lyapunov pour ce systeme.

V = XX+ Vy
Sye{ie X ) =i 2 9)
=[x+ y) - - )
Si on considére le domairi2 délimité par le cercle de rayon % et le cerclea®n 2,

c’est-a-dire défini pabD = {(x y)/iL1 <X+ y< 4}, on obtient un domaine attractant pour

notre systéme : toutes les trajectoires sont sirieht entrantes dabs(Figure 18).

Figure 18 : Champ de vecteurs du syst{nﬁ%{ +(1— X2 - yz){ ﬂ Les deux cercles rouges de rayons

Y et 2 délimitent un domaine attractant pour ceésye.
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Le domaineD ne contient pas de point d’équilibre, on peut dencconclure d’apres le
corollaire 1 du théoreme de Poincaré-Bendixsonl gaXiste au moins un cycle limite

entierement contenu dabs

Remarque: Dans cet exemple, on arrive au méme résultain sitilise comme domaine
attractant D:{(x, y)/ %+ y?sz} qui contient un unique point d'équilibre instable

(I'origine).

Exemple 2: Considérons le systeme dynamique suivant :
{)‘( =y+x— %
y=-x+y-y

Le point (0,0) est point d’équilibre. La matrice Jacobienne aintp(0,0) est égale a :
11
A, = 11 avecdetA, =2, trA,; =2 etA=-4
(0,0) est donc un foyer instable.

Comme dans I'exemple ci-dessus, la fOI‘lC'M)(lX, y)=%( X + )7) est une fonction de

Lyapunov pour ce systeme.
V = xx+ vy
=x[y+x=X |+ - x y ]
ey (4]
Le signe deV n’est pas clair, toutefois par minoration, majmmat on arrive a quelque
chose :

¢ Si X*+y°<l, alors x<1= ¥ <1= X< X et y<l= y<1l= Yy < V. Par
conséquent un cercle de rayor 1 délimite une zone dans laquelfe> 0.

+ Si xX*+y*>2, alors on obtient par un raisonnement analoguerécédent, le fait
quex>+2= X >2= x> 28> Xetquey>+2= V¥ > 2= v > 2y > V.

Par conséquent un cercle de raycm\/i délimite une zone dans laquelfe< 0.

-BMM 1 - Cours 3 (L3 - MIV), p28/38 -



S. Charles, C. Lopes Le 16/05/2008

Ainsi, I'anneau délimité par un cercle de rayor1 et un cercle de rayon>\/§ forme
un domaine attractant pour le systéme considégai(&il9).
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Figure 19 : Champ de vecteurs du systérey+ x— ¥ ; y=—- x+ y- y. Les deux cercles jaunes de rayons

<let> \/E délimitent un domaine attractant pour ce systéme.

Le domaine attractant ainsi construit ne contiexst gie point d’équilibre, on en conclut que

le systéme admet au moins un cycle limite entiergnmelus dans ce domaine (Figure 20).

R T
e ™ N Yy

Figure 20 : Trajectoires associées au systénrey+ x— ¥ ; y=— x+ y- ¥. Les deux cercles jaunes de

rayons < 1 et> \/E délimitent un domaine attractant contenant un eyichite stable.
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Exemple 3: Retour sur le modele de Van der Pol (Exemp&S391.) :

X=Yy
y= (2— xz) y— X
Le point (0,0) est point d’équilibre. La matrice Jacobienne aintp(0,0) est égale a :
0 1
A, :[_1 Oj avecdetA, =1, trA, =0.

La linéarisation prévoit des centres autour(dfﬁ). Comme nous l'avions constaté sur la

Figure 13bis, le point d’équilibré0,0) est en fait instable, et entouré d’'un cycle limite

stable.
Comme le montre la Figure 21, on peut s’appuyer pautie sur des trajectoires pour
construire une boite de Poincaré-Bendixson. Il feutcontre que ces trajectoires soient, a

un moment donné, rentrantes strictement dans laghenconsidéré.

S ———

R

(3!
S S R S %{ i U S

P A e
P S e e

Figure 21 : En vert, « boite » de Poincaré-Bendixpour I'oscillateur de Van der Pol ; En rouge,dgcle

limite stable pour ce systéme.
Remarque 2 avec le théoréme de Poincaré-Bendixson, on matistence d’au moins

un cycle limite, mais on ne sait pas combien ihyaeni s’ils sont stables ou instables.

Exemple 4: Considérons le systeme dynamique suivant, dcattement en coordonnées

polaires :
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Il'y a deux cycles limites définis par les cerdiesrayonr =1 et r =2. Une rapide étude

du signe de la fonctiom (1-r)(r - 2) indique que le cercle de rayan=1lest instable,

tandis que le cercle de rayors 2 est asymptotiquement stable (Figure 22).
Un tel résultat n'aurait pas pu étre obtenu avehdereme de Poincaré-Bendixson.

s

AJPP AP PG

A EEP PP

T pp e e -y
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Figure 22 : Trajectoires associées au systénser (1-r )(r - 2) ;6 = 1, qui admet deux cycles limites.

3.4. Les critéres négatifs de Dulac et Bendixson

Nous venons de voir, par I'application du théoredee Poincaré-Bendixson ou de ses
corollaires, qu’il est possible de montrer I'existe d’au moins un cycle limite pour un
systeme dynamique donnée. Nous allons maintenantdeoix criteres qui permettent

d’exclurel’existence de tout cycle limite, dans un certalogmaine.

Théoreme 1
) x=f(x
Soit le systeme dynamiqué = ®(X) - { ' ( y)'
y=9(x Y
Soit D un domainesimplement connexde R”. Si la quantitég—f +g_g est non nulle
X oy

et de signe constant sDr, alors le systém& = ®(X) n’admet pas de cycle limite

entierement contenu dabs
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Exemple: Démontrons qu’'un systeme dynamique linéaire aat @mdmettre de cycle

limite.
. X=a X+
Soit X =AX - { AXT 42V vec a, >0 pour touti etj. (0,0) est le seul point
Yy=a, Xt &,y
d’équilibre.
f(xy)=a,x 3, y=2 = a,
0x
ag
g(xy)=a,x 8, y=>—"= 3,
Yy
.. of o0g _ : s . -
Ainsi, &+a—y—a11 +a,, >0 en tout point deR” : il ne peut donc exister de cycle limite

entiérement contenu dafi% .

Théoreme 2
x=f(xy

. . Soit B(x, y) une fonction de
y=9(x Y

Soit le systéme dynamiqué = ®(X) - {

classec! surD, un domaine simplement connexe ®é. Si la quantitéaaif +@

X 0y
est non nulle et de signe constant Bualors le systémé& = CD(X) n‘admet pas de

cycle limite entiéerement contenu ddbs

Exemple: Considérons le modele de compétition dont lemtgn sont :

{u:uﬁ—u—aQ

aveca,b,r>0
v=rv(1-v-bu)
Les points d’équilibre sonf0,0), (1,0), (0,1) et (uD, \F) qui vérifie les deux équations

1-u"-av'=0etl-v'-bu =0.
Les droitesu=0 et v=0 sont respectivement isoclines nulles verticaleagizontale : le

quadrant positifD :{(u,v)/uz 0,v> C} est un domaine positivement invariant. S'il doit

exister un cycle limite, il est nécessairement k’illuthE(UD, VD) .

D est aussi simplement connexe, on le choisit pppliguer les criteres de Bendixson et
Dulac.
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f (u,v)=u(1-u- a\):%:l—Zu— a\

g(u V)= nv(1- v- bq:g_‘j: (1- 2v- bi)

Ainsi :
199 22— ay+ r(1- 2v- by
ou o0dv
=1+r -u(2+rb)-v(a+ 2r)
: df 0g : s .
Le signe de la quantlt%— +6_ n'est pas clair, le critére de Bendixson ne pernpast de
X oy

conclure et d’exclure la présence de cycle limite.

Soit B(u, v) -1 . Alors :

uv
u 0Bf 1
Bf (uv)]=—(1-u-ay=>—=—--
( ) uv( ‘) ou %
rv 0Bg r
Bg(uv=—(1-v-bYy=—=——
g(uv)=—"( )=="""1
Ainsi, la quantitéﬁ +%:——r—} est toujours strictement négative §urOn peut
u % u v

donc exclure la présence d’'un cycle limite dBns

4. Applications en dynamique des populations

4.1. Le modele de Holling

Nous avons vu au chapitre précédent qu’'une amébarau modele de Lotka-Volterra

était d’inclure une limitation de la croissance gesies (de type logistique), ou/et de
modifier la réponse fonctionnelle du prédateurréponse fonctionnelle étudiée jusque 13,
f(N) = bN, était une réponse proie-dépendante de HollingeTlypgui suppose que le

prédateur peut consommer un nombre illimité degstoi
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Holling (1959) a lui-méme amélioré cette hypothése proposant une réponse
fonctionnelle de type I, de la forme :

f(N)=-2N

1+bh N

ou h représente ce qu’il a appelé le « handling tinfgaduit souvent comme « temps de
manipulation », qui représente le temps que mairéelateur pour trouver, manipuler,
ingérer et digérer sa proie.
Le modéle de Holling avec une croissance logistigles proies et une réponse
fonctionnelle de type Il s’écrit donc :

N=m[1-N PN,
K) 1+bhN

p=pl e 2N __ g4
1+bhN

* Recherche des points d’équilibre

Les trois points d’équilibre sont :

(0,0), (K,0)et (ND, PD) :(eb_dd bh’reKé?:;—ddbl?r)_z red]'

Le dernier point d’équilibre a un intérét biologesi et seulement seb> dbh et

d

>— ~ = K>N".
eb—-dbh

« Etude de stabilité locale (linéarisation)

2r b bN
r-—N-——P -
K~ (1+bhN) 1+bhN
La matrice Jacobienne esf\:=
eb ebN
— P -d+
(1+bhN) 1+bhN

r 0
:(o dj On a deux valeurs propreet -d de signe contraire.

Donc (0,0) est un Point Selle
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-r bK det(A* )=—r (—d+ ebK j
A = 1+bhK (k) 1+bhK
() ebK . ebK
0O -d+ =-r -
1+bhK tr(Aw) r-d 1+ bhK

SiK >L, det(A* )< 0donc(K,0) estun Point selle
eb- dbh (<o)

SiK <L, det(A* )> 0 et tr(A* )<O donc (K,0) est stable (noeud
eb-dbh (k) (k0)
stable).
x_ b _bN
K (1+ th*)2 1+bhN
AL =
(v#) eb o _ ebN
(1+bhN°)’ 1+bhN

N=N[rf1-N o2 plog o [N P
K /) 1+bhN K) 1+bhN

LN L bN
: (

* K )(1+bhN)  1+bhN'
A =
(v #) eb _p 0
(1+th*)
det(A** ; j= b\ e =P >0
V%)) 1+bhN" (14 phN')

tr(A** , )=r—£N*—r Nt
(vP) K K )'(1+bhN')
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* Portraits de phase

Isoclines nulles dans le plaN,P) :

- Isoclines verticales :

N =N r(l—ﬂj— b _plso - N=0 ou Pzi(l—ﬂj(ﬂbhl\)
K) 1+bhN b K

L’isocline P:%(l—%j(ﬂ th) représente, dans le plaN,P), une parabole concave

passant paE—i,Oj et(K,0), et qui a son sommet ex* K1
bh 2 2bh
- Isoclines horizontales :
P=P e—bN -d|=0 = P=0 ou N= d
1+bhN eb- dbt
Sens des fleches :
N0 o ff1=N)- P pso o < =Nmphy)
K) 1+bhN b K

Donc en dessous de la parabdlbz%(l—%j(ﬂ th), la population de proies
augmente® ), et inversement, au-dessus dedreite, elle diminue< ).

d
eb- dbh

-P>0 < N>

Donc a droite de la droite d’équatidwh = , la population de prédateurs augmente

eb— dbh

(/N), et inversement, a gauche de cette droiedahinue { ).

Il'y a donc trois portraits de phase possibles :
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Figure 23 : Portraits de phase du modéle de Hollrogir (8) K <N, (b)) N* < N" < K
et(c) N" < N*.
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Figure 24 : Allures des chroniques du modéle ddiftppour () K < N”, (b)) N* < N" < K
et(c) N" < N*.
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Lj le modele predit,

Si la capacité limite de la proie est relativemfaittle | K <
eb-dbh

comme avec une réeponse fonctionnelle de type Kktilietion du prédateur et la
stabilisation de la proie a sa capacité limite (2§ (a) et Fig. 24 (a)).

Si la valeur de&k augmente N < N < K), le modeéle prédit la coexistence des proies et
des prédateurs (Fig. 23 (b) et Fig. 24 (b)).

Enfin, si la valeur d& augmente encore et qi¢ devient inférieur 8N, les trois points

d'équilibre sont instables et on a un cycle limitable autour d¢N",P') (Fig. 23 (c)).

Les densités de populations oscillent donc contlieonent au cours du temps (Fig. 24 (c)).

La capacité limiteK peut étre vue comme la quantité de nourriturectisgppe pour les
proies, et caractérise ainsi la « richesse » diemilQuand le milieu s’enrichit ou que la
proie exploite plus efficacement son milidt gugmente), I'analyse qualitative du modele
nous montre que le systeme devient instable. @Cestju'on appelle le « paradoxe de
I'enrichissement » de Rosenzweig (1973). Quandddeate de Rosenzweig a été publié, on
pensait couramment que les milieux les plus richsent aussi les plus stables (par
exemple les foréts tropicales). Or, ce travail antrdbque I'inverse était possible en faisant
une seérie de déductions logiques a partir d’hysiéon aberrantaspriori.

Il ne faut pas forcément conclure que l'idée préodel est fausse, et que ce sont au
contraire les milieux les plus pauvres qui sonfples stables. Le débat n’est d’ailleurs pas
clos aujourd’hui. Simplement, et c’est I'une deslités d’'un modele, larticle de
Rosenzweig a montré que I'idée communément adnosegit étre fausse dans certains

cas.

4.2. Le modele de Holling-Tanner

.\HollingTanner_FisherJulienneRogues.pdf
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