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Chapitre 4 : Equations différentielles ordinaires a » variables
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Introduction

Nous allons considérer dans ce paragraphe desmastélynamiques de dimension

supérieure ou égale a trois, qui s’écriront sodsriae :

X=®(X) avecX =(x, %,,..., %) et®(X)=(f, f,,...,f,)
ou les f, sont des fonctions des variablesx,,..., X, .
Nous commencerons par étudier le cas des systén#égdrds, c’est-a-dire le cas ou les

fonctions f, sont linéaires. Le systéme s’écrit alots= AX .

1 Formes de Jordan réelles dans R 3

De la méme maniére que dang, R est possible de mettre la matride du systeme
X =AX sous forme de Jordan. Le systéme devient afors]Y avecJ la matrice de

Jordan associee & et X =PY ou P est la matrice de passageYet (yl, Yoreens yn). Les

matricesA etJ sont semblables]=P"* AF.

La encore, les formes de Jordan réelles dépendsntadeurs propres de la matride

* Si A admet trois valeurs propres réelles distinctessal

PR -
J=P*AP=| 0 A O |avecP= uoiuliu2
0 0 4 o

ou u, est le vecteur propre associé a la valeur prdpre

*Si A admet une valeur propre réelle et une paire deuvsl propres complexes

conjuguées, alors :

a - O .
J=P?AP=|3 a 0 |avecP= biai U
0 0 A o

ou les vecteurs propres associéd aa +if s’écriventazxib. u, est le vecteur propre

associé a la valeur prop#.
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* Si A admet une valeur propre double et une autre valeyre distincte, alors :

A 1 0 .
J=P*AP=| 0 A, O]avecP=|u, i m, i u,
0 0 A | |

ou m, est un vecteur linéairement indépendantuge vecteur propre associé a la valeur

propre A,. u, est le vecteur propre associé a la valeur prdpre

* Si A admet une valeur propre triple, alors :

A 1 0 o
J=P*AP=| 0 A, 1 |avecP=|u, i m, i m,
0 0 A | |

ou m, et m, sont linéairement indépendants dg, vecteur propre associé a la valeur
propre A, .

On pourra consulter Hirsch et Smale (1974) pous dil détails.

Toutes ces formes de Jordan, exceptée la dermpérsent étre partitionnées en blocs

diagonaux. Soit par exemple :

a B0
Y=JY avecd=|B a |0
0 014

Supposons qud, <a <0 et 5>0.
La structuration en blocs indique que I'équationyerest découplée des deux autres, c’est-

a-dire que ce systéme est équivalent aux deuxrsgstéuivants :
' - r=ar Zzyi+y?
s 202) - el o
Y.) \B a )y, 6=p tand=y,/y,
Vs =AYs (4.2)

Le systeme (4.1-4.2) montre que la projection dgedtoires dans un play, = constantt

est un foyer stablea(<0) décrit dans le sens trigonométriqu@ ¥ 0). La solution de
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léquation (2) esty;(t) = y,(0)€* ; et puisquel, <0, |y,(t)| tend vers 0 lorsquetend

Vers +oo,

On peut donc construire le portrait de phase aésact équations (4.1) et (4.2) :

Figure 1 : Trajectoire correspondant aux équatigasl) et (4.2)

Ainsi, les portraits de phase des systemes line@iams R s’obtiennent par combinaison
des portraits de phase des systemes découplédquar (sauf dans le cas d’'une valeur
propre triple).

Les formes de Jordan se généralisent pour des diomsnsupérieures a trois.
2. Points d’équilibre - Linéarisation
Soit le systéme différentiel (S)X = CD(X) admettant comme point d’équilibre
XD:(xlD, )@)ﬁ) tel qued)(XD):O.
On se place dans un voisinageXieet on introduit les variables locales :
U =X =X
Par un développement en série de Taylor au presrdee des fonctiond, au voisinage du
point X" = (xf, Xoyeve s >€) on arrive a :
U=A"U avecU =(u,u,,...,u,)

A est la matrice Jacobienne au poitit= (xf, Xoyere s ){?) ; elle s'écrit :
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Définition :
Le point d’équilibre X" d'un systémeX = ®(X) est ditasymptotiquement stable

cest-a-dire queim X (t) =X" si X (0) OV (7). si et seulement la partie réelle des

valeurs propres de la matrice Jacobienne estestrant négative.

Si on appellel, les valeurs propres de la matrice JacobieAnealors :

X" asymptotiquement stable= Oi Re(4)<0

3. Les criteres de Routh-Hurwitz

Pour démontrer qu'un point d’équilibre est asynigt@ment stable, il faut dore priori
calculer les valeurs proprest de A et vérifier quedJi Re(A)<0.

Une méthode algébrique a été développée par Rautumvitz, basée sur le calcul de

déterminants particuliers dits déterminants de Rout

Supposons que le systeme=®(X) soit linéarisé et s'écrivé =AU . Les valeurs
propres deA" sont solutions de I'équation caractéristique :

det(A-A)=0= A"+aA" +aA"?+...+g_A+3=0

Les déterminants de Routh-Hurwitz sont définisadmbniere suivante :

H, =|aj

1
H2:a1
& &
a 1 0
Hy=la, a, 38
& a4 &
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a 1 0 0
a a a 0
H, =| & a, a 0
a2j—1 a2j—2 aa'—s 6}

Proposition 1:
Dans le cas d’'une matrice de dimensipies termesh,, des déterminants de Routh-

Hurwitz (j,k =1,...,n) sont définis de la maniére suivante :
- h, =a,., pour 0< Z-k<n
- h; =1pour2j=k = 2j-k=0
h, =0pour2j<k = 2j-k<0ou 2j>n+k = 2j-k>n

Proposition 2:
X" asymptotiquement stable Oi Re(4)<0= 0i H >0

3.1. Critéres de Routh-Hurwitz dans R 2

a, au)

Considérons le systémé = AU avecA :(
& 8y

=-tr(A
L'équation caractéristique esi’ +a A +a, =0 avec (A) :
a, =det(A)

Les déterminants de Routh-Hurwitz sont :
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Ainsi les conditions de stabilité du point d’égoik sont :

H,>0 - a>0
= tr(A)<0

H,>0 - 23a,>0
< a,>0sia >0
= det(A) >0

Comme nous l'avons vu au chapitre 2, ces conditdars le plar(tr,det) correspondent

au domaine de stabilité suivant (zones hachurées) :

det@)

tr(A)

Figure 2 : Domaine de stabilité (zone hachurée)dinplan (tr,det) du point d’équilibre d'un sys&m

différentiel dans R

3.2. Critéres de Routh-Hurwitz dans R 3

L'équation caractéristique est®’+aA’*+al+a,=0, et les déterminants de Routh-

Hurwitz s'écrivent :

H, =|a|=4a
a 1‘
H. = = -
) ‘ag o 3% R
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a >0
Les conditions de stabilité d’un point d’équilitdans R sont donc|a,a, > a,.
a;,>0

3.3. Criteres de Routh-Hurwitz dans R 4

L'équation caractéristique edt +aA*+aA’+al+ a =0, et les déterminants de Routh-

Hurwitz s'écrivent ;

H, =|a|=a

a w
H., = —aa,—
SR

a 1 O

1 O

m=%ey@F%? ﬂ-% F%%W%@‘é

0 a a , a8 &

a 1 0 O

a, a a 1
H, = =a,H
““lo a a a @

0 0 0 a

Les conditions de stabilité d’'un point d’équilitans R sont donc :

a >0
aa, > a,
aaa-d&a- &>0

a,>0

3.4. Application en dynamique des populations

Considérons une communauté réduite de trois popuataen interactions. Soit(t) la

densité de la population de prédateurs au tetmipsy(t) et z(t) les densités de proies. La
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population de proies représentée par la variahﬁlé croit selon une croissance de type
logistique. Les prédateurs disparaissent en I'alesele proies, tandis que la population de
proies représentée par la variaky(ét) croit de maniere exponentielle en I'absence de

prédateurs. Nous allons utiliser les criteres deitRéiurwitz pour vérifier si ces trois
especes peuvent coexister, i.e. s’il existe untpdiéquilibre asymptotiquement stable

pour le systeme d’équations suivant :

x= a(xd + Hx) - _ox
—_— —_— itA
croissance liée croissance liée mortalité naturell

des prédateurs

a la prédation des "z"  ala prédation des "y"
y= dy - o xy (4.3)
e [
croissance en mortalité
l'absence de prédateurs par prédation
z= mfdnm 2 - k(x2
—_——— [S—]

croissance logistique mortalité
en l'absence de prédateurspar prédation

Aveca, b, ¢, d, e k, m, n des parametres réels et strictement positifs.

La premiére équation correspond aux prédateursgdes suivantes aux deux types de

proies. Le domain®* xR*xR" est positivement invariant.

Le point d’équilibre non trivial correspondant aeymossible coexistence des trois especes

vérifie les équations suivantes :

az+ by- =0 yD:(C_ af)/l:
d-ex=0 -3ix=de
m(n-2-ke0 |27=n-kk/ m

Ce point d’équilibre a un sens biologiquecst az’ et n> k)F/ m.

La matrice Jacobienne associée au systeme Ss’écrit :

az+ by- ¢ bx ax
J=| —ey d-ex O
—kz 0 mn-2 mz
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Ainsi, au point d’équilibre non trivial, en utilist les conditions d’équilibre, i.e., les

équations que vérifie le poir(nxm, v, zD), on obtient :

0 bx’ ax
J'=|-ey’ 0 O
-kz’ 0 -m?
Pour utiliser les déterminants de Routh-Hurwitz, fiut chercher ['équation

caractéristique :

-2 bx? ax
det(J-Al)=0< |-ey’ -1 0 =0
-kzZ2 0 -mzZ-2

bx aX
-1 0

bx” ax’
0 -mz'-A

-A 0

=0
0 -mz-A

—/1‘ ‘+eyﬂ‘ ‘— kf‘

-A?(mz'+ 1) - ebX §( miz+A)- akx’z=0

—/13—sz/]2—( ebX y+ aI&D%/] - ebmx'y'z0
En multipliant tout par (- 1), on obtient finalenen
a, =mz’
A +al’+al+a,=0avecia, =ebX' y+ akx 2
a,=ebmx y z

a>0
Les conditions de stabilité asymptotique se@ata, > a,. Les conditions (1) et (3) sont
a,>0

effectivement vérifiées. Pour la condition (2),an

mf(ebR ¥+ al5<D%> ebmx'y = makx' z°>0

Ce qui est aussi vérifié.

Par conséquent on peut conclure a la stabilité pmtique de point d’équilibre non
trivial : il y a donc coexistence des trois espg@esis réserve bien sir que> az et
n> kx/ m (Figure 3).

-BMM 1 — Cours 4 (L3 — MIV), p10/17 -



S. Charlesqcharles@biomserv.univ-lyonl).fr Le 16/05/2008

ROUGE: prédateur

BLEU : proie n°1 (y)

. proie n°2 (2)

o 10 2h 0 40 E

Figure 3 : Chronique du systéeme d’équations (A\@ca=b=c=d=e=n=k=1etm=2.

4. Critéres qualitatifs de stabilite

Lorsqu'un systéme dynamiqué= dD(X) admetX" comme point d’équilibre, nous avons
VU que celui-ci est asymptotiquement stable seelesnent si :

Oi Re(4)<0
ou lesA sont les valeurs propres de la matrice Jacobidarsysteme au point d’équilibre.

Nous avons dit précédemment (8 3.3) que cette tondnécessaire et suffisante est
équivalente aux criteres de Routh-Hurwitz ; nousnal maintenant voir des critéres
qualitatifs, pour juger de la stabilité, et éventuellemeniadstabilité asymptotique, d'un

point d’équilibre.

4.1. La matrice de communauté
Soit le systéme dynamiquX =®(X) et X" un point d'équilibre de ce systéme. La
linéarisation du systéme au voisinageXfeconduit a :
Eil
IX.

IRNG

U=AU avecAD:[a,J eta =

Les coefficientsa; sont strictement positifs, strictement negatifsals.

-BMM 1 — Cours 4 (L3 — MIV), p11/17 -
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Par définition, la matrice dont le terme & l'inéatson de lai®™ ligne et de laj*™ colonne

est lesignede g; est appeléenatrice de communautéou encorenatrice de signe Nous

la noteronsM =| my, |.

Exemple 1 :
Reprenons le systeme (4.3) de I'exemple du parhgragt.

Nous avions établi que la matrice jacobienne dtesys au point d’équilibre non trivial

était :
0 bx” ax’
J'=|-ey’ 0 O
-kzZ 0 -mZ

Ainsi, la matrice de communauté est :

0 + +
M°=- 0 O
— O —

Exemple 2 (généralisation)

Considérons le systeme dynamique suivaintl,...,n

X=X AR B XX = (0% % X) (4.4)

Il décrit la dynamique de populations en interaction.

Le point d’équilibreX" est solution du systéme dequations :

L+ B+ B%'=0 (4.5)
=1
Les termes de la matrice Jacobienne se calculemineosuit :

A ot
— Termes dlagonauxd)q =1 +28% +Zﬁ 4 dapresmsv)g A

— Termes non dlagonaux =B%

-BMM 1 — Cours 4 (L3 — MIV), p12/17 -
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Ainsi a =4 x et a =4 x . Sous I'hypothése que le point d'équilibre appattiau
quadrant positif (Ji, x> 0), les termes non diagonaw de la matrice de communauté

sont donc du signe dg; ; les termes diagonau; du signe degs; .

-BMM 1 — Cours 4 (L3 — MIV), p13/17 -
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4.2. Le graphe de communauté

Le graphe de communautéest la traduction exacte de la matrice de commeénclast-a-

dire que sim; >0 avecm; <0 (i # ), il y a aura un lien de prédation +/- entre Ilsgezes
i etj (Figure 4) :

/_“\/FH:‘V’—“\

() (1)

\___/:-k_’/. S

Figure 4 : Lien de préedation entre les especeg i ety >0 ce qui signifie
gue j agit « positivement » sur i.

Exemple 1: Retour sur I'exemple du paragraphe 3.4

Figure 5 : Correspondance entre graphe et matrieeedmmunauté.

Exemple 2
Trois parasitoides, not&, P,, Ps, attaquent trois stades de développement differdon
méme hoéteHy, Hy, Hs. La présence des hbtes est favorable au dévelappedes
parasitoides, tandis que les parasitoides nuidantraissance de I'h&te
0 O+ 0O
0 0+ O
0 0 0

0

_-t

© o oo
© o o o
+ 1
!

o + +
T I T U0.0

w

Figure 6 : Correspondance entre graphe et matrieeedmmunauté, pour un systéme hdte-parasitoide.

! Levins, R. (1977). Qualitative analysis of compfgstems, in D. E. Matthews, ed., Mathematic aneé Lif

Sciences. Lecture Notes in Biomathematics, vol153-199. Springer-Verlag, New York.
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Considérons une communauté constituée de cing espé&espéece 2 exploite I'espece 1,
I'espece 3 exploite I'espéce 2, et ainsi de s@itlohg d’une chaine trophique. L'espece 3

auto-régule sa croissantce.

o O + O

o + O
I
I O
© O o

0O 00+ O

Figure 7 : Correspondance entre graphe et matrieeedmmunauté, pour une communauté de 5 espéces.

4.3. Les conditions de Quirck-Ruppert

Les conditions de Quirck-Rupp&rau nombre de cing, permettent de conclure arpueti

la matrice ou du graphe de communauté a la s&ldlitn point d’équilibre, mais pas de
différentier la stabilité neutre de la stabilit§mptotique.

Ces conditions sont les suivantes, avec entre trrses la traduction, sur le graphe de

communauté, des conditions de Quirck-Ruppert érempéur la matrice de communauté :
1. Oi m; <0 (pas de boucle de rétroaction positive

2. m; <0 pour au moins une valeur de(au moins une boucle de rétroaction
négative ;
3. Oi#j m,.m <0 (pas de lien +/+ ou -/- entre deux espeges

4. my+m +...+m+ m=0 pour toute sequence,jk,...,q,rj de trois ou plus
d'indices distinctspas de boucles de 3 ou plus qui se refermént

5. det(AD) # 0 avecA"” matrice Jacobienne calculée au point d’équiliteten cherche

a montrer qu’il est stable@(cun nceud n’est dépourvu de fleche « entrants.

Remarque Si une des cing conditions n'est pas veérifieen@peut rien conclure.

2 Jeffries, C. (1974). Qualitative stability and @ighs in model ecosystentgcology 55, 1415-1419.
% Quirk, J. and Ruppert, R. (1965). Qualitative emoits and the stability of equilibriunReview of
Economic Studies82, 311-326.
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T“ 1. oui
+/*( "’\\+ 2. oui (espéce 3)
\
/ y \ \ 3. oui
([E}/_ \_\,,@]\ 4. oui
Z O i
N /- 5. oui

Conclusion: Le point d’équilibre non trivial est stable.

Exemple 2 (suite)

oui

oui (espéces 1, 2 et 3)
oui

NON : Hi-Hy>-Hs-H;

oul

ok~ 0 DdPE

Conclusion: on ne peut pas conclure.
Exemple 3 (suite)

oui
oui (espéce 3)

oui

oui

ok~ w0 DbdpPRE

oui

Conclusion: Le point d’équilibre non trivial est stable.

4.4. Le test des couleurs

Le test des couleuts été mis au point pour signer la stabilité aswtigie d'un point
d’équilibre, dont on a montré préalablement guditstable avec les conditions de Quirk-

Ruppert. La marche a suivre est la suivante :

4 Jeffries, C. (1974). Qualitative stability and @ighs in model ecosystent&cology 55, 1415-1419.
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Vérifier les conditions de stabilité de Quirck-Repip;
Faire le test des couleurs ;

— S'ily aéchecau test des couleurs, alors on pourra concluaestabilité asymptotique

Par convention, un noeud qui s'autorégule esté@onoir, les autres ehlanc.

Le test des couleurs comporte trois conditions :
1. Il'y a au moins un noeud blanc ;
2. Chaque noeud blanc est connecté a un autre noaud fir un lien de prédation +/-;

3. Chaque noeud noir est connecté a deux blancs pdieds de prédation +/-.

Remarque Si toutes les conditions du test des couleurs amies, alors on ne peut pas

conclure.

Exemple 1 (suite et fin)

N 1. oui
7 7/ . 2. oui
Y
\ 3. NON
Echec au test des couleurs

Conclusion: Le point d’équilibre non trivial est domsymptotiguement stable

Exemple 3 (suite et fin)

1. oui
2. oui (espéce 3)

3. oui

Conclusion: Le point d’équilibre non trivial est stable (@uRuppert), mais on ne peut
pas conclure quand a sa stabilité asymptotique.
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