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Le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

En I'absence d'interaction

Les proies N Les prédateurs P
> croissance logistique, > décroissance exponentielle,
parametres r et K. parametre u.
£ P(0)
N(O,
Temps (h) Temps (h)
dN N dap
—:rN(l——) — =—uP
dt K dt
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Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Les équations du modele
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Définitions

Le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Avec les interactions proies-prédateurs

Si les déplacements de proies et prédateurs se font au hasard, alors
le nombre de rencontres entre proies et prédateurs est

proportionnel au produit NP.

Les proies N

» Consommation a la vitesse
aNP.

> « caractérise |'efficacité des
attaques des prédateurs.

Les prédateurs
> Reproduction a la vitesse
BNP.
» [ caractérise le rendement

des attaques en termes de
reproduction des prédateurs.
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Le modele proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Les équations du modele

On a le systeme de deux EDO du premier ordre suivant :

dN ( N)

—=rN|l1——|-aNP

dt K

ar__ P+BNP

ar "
avec les variables N (1) et P(t).

g } dN dap

Dans le plan (N, P), on peut étudier le signe de a7 et T et

donc les variations de N(t) et P(f).
C'est ce qu'on appelle le portrait de phase.
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Portrait de phase
. dN
Signe de 7

dN
L"évolution du nombre de proies dépend du signe de — :

dt
‘ji_ly:rN(l—%)—aNP avec N,P>0
dN N
—>0 © rN|[l-—|-aNP>0
dt K
= N(r———(xP)>0
-]
o P<—|1—-—
a K

dN r N
—=0pour N=0et P=—|1——].
dt a K

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (Rz) - page 8/78



Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle
Portrait de phase

Définitions

Portrait de phase

dN
Si de —
igne de —-

= rla -
a dN/dt<0
dN/dt>0 P=r/a(1-N/K)
—
K
N(t)
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Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra

Portrait de phase

ap
Si de —
igne de —

L'évolution du nombre de prédateurs dépend du signe de — a7 :

4P = —P + BNP avec N,P > 0.

dP
E>0 < _uP+ﬁNP>0
o P(BN-u)>0
o N>=—
p

ap u
— =0 pour P=0 et N=B.

dat
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Portrait de phase

ap
Si de —
igne de —

dP/dt<0

P(®)

dP/dt>0

/B

N(D)
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le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle
it de phase

Introduction :

Portrait de phase

Vecteurs vitesse : on combine I'information

dP/dt =0

t/a N J
N

u/p

P(®)

dN/dt =0

N(t)
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le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle
Portrait de phase

Introduction :
D

Portrait de phase

Dynamique du systeme
—— Trajectoire

rla

P(®)

u/p
N(t)
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D

Chroniques
—— Proies
—— Prédateurs
&
z

I T T T T T T I
0 50 100 150 200 250 300 350

Temps (t)
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Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle
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Définitions

Point d'équilibre

Soit un systéeme dynamique d'EDO tel que

dx

ar = f(x,y)
ﬂ = glxy
ar &Y

avec x(f) et y(t) les variables.
Un point d’équilibre de ce systéme est un point (x*, y*) qui vérifie :

d
o = f*,y%)=0
;n ey

y * *
— = gx",y")=0
A1 |y gy

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (Rz) - page 16/78



Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle
Portrait de phase

Définitions

Portrait de phase
Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

d

g—): = f(x
ay  _

ar - glx,y)

> On appelle plan de phase le plan (x,y);

> La représentation des solutions (x(t), y(#)) lorsque ¢ varie de 0
a +oo dans le plan de phase est le portrait de phase;

» En tout point du plan de phase (x,y) # (x*,y*), il ne passe
qu'une seule trajectoire (systéme autonome);

» Lorsque ¢ varie, x(t) et y(¢) varient également, donc un point
M(x(t),y(t)) se déplace dans le plan (x,y) selon une certaine
trajectoire définie a partir de la condition initiale
Mo (x(0),y(0)).
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Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle
Portrait de phase

Définitions

Portrait de phase
On peut définir en chaque point de la trajectoire un vecteur vitesse U de

coordonnées (dt, dt) qui est tangent a la trajectoire et orienté dans le
sens de parcours de celle-ci. Les points d'équilibre sont tels que 7 =0.

2 —
Mo
1 Vo
> 0
M*
-1 M; v¥=0
Vi

_ (dx/dt,dy/dt)

\ T T T

-2 -1 0 1 2
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Introduction : le modeéle proies-prédateurs de Lotka-Volterra Les équations du modéle

Portrait de phase
Définitions

Isoclines nulles
Soit un systeme dynamique tel que % =f(x,y) et % = f(x,y).

>
v

dy/dt

dz/dt

Les isoclines nulles de ce systeme sont |'ensemble des points du
plan qui vérifient :

dx dy
I =fx,y)=0(1) ou 2 =8N =0=)
Dans le plan de phase (x,y), on parle d'isoclines verticales

d d
(d_); :0) ou d'isoclines horizontales (d—Jt, :0), selon la direction

des vecteurs vitesse le long de ces isoclines.
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Définitions
N A V. Equation caractéristique
Les systemes linéaires dans R2 quati istiqu

Typologie des systemes linéaires
En résumé

Systeme linéaire

Définition
On utilisera ici les variables u(t) et v(?).

Dans un systeme d'EDO linéaire de R?, les fonctions f et g sont
linéaires en u et v. Il s'écrit sous la forme :

du N

—_— = danu apv
dt

dv N

- = daxnu ar UV
dt
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Systeme linéaire
Ecriture matricielle

Soit un systeme linéaire du type

du

_t = anu + apv
g +

— = danu aro UV
dt

Ce systéme est équivalent a I'écriture matricielle % =MU avec
du(t)
a;; a u(t e
M=|[ 31 22 go= (1) (fi_U =
az) az v(1) t S

M est la “matrice Jacobienne” du systeme.
Dans ce cours, nous ne verrons que les cas ou det(M) # 0.
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Systeme linéaire
Point d’équilibre

Soit un systeme linéaire du type —MU c’est-a-dire :
du
_t = anu + apv
7 +
— = anu as v
T 21 22

Le(s) point(s) d'équilibre vérifie(nt) :

\4

Puisque det(M) # 0, alors M est inversible et I'équation MU* =0
admet une unique solution : U* = 0.
Le seul point d'équilibre est donc le point de coordonnées (0,0).
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Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Plan détaillé

Les systemes linéaires dans R?

Equation caractéristique
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Définitions

équation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Equation caractéristique (1)
Soit un systeme linéaire du type % =MU admettant la matrice

Jacobienne
ann  dapz
M= (
azy  az
Les valeurs propres de M sont les solutions de I'équation
caractéristique :
an—-A  ap

detM-A) =0 <
a  ap-»7A

-

o (a11 —AN)(az2—A) —ajpaz =0
o A2 —(an +ap)A+ (a1 a2 — ajpaz) =0

o A2 —tr(M)A +det(M) =0
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Définitions

équation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Petit rappel sur les valeurs propres
> Si M admet deux valeurs propres réelles distinctes 11 et A, :

A2 —trMA+detM) =0 A-A)(A—-2A2) =0
A2 —trMMA+detM) =0 A2 - A1 +A2) A+ 1112 =0

tr(M) = /11 + /12
detM) = A1 Ao
> Si M admet une valeur propre double, on aura
tr(M) =21

{ detM) =12>0 °
> Si M admet deux valeurs propres complexes conjuguées
tr(M) =2«
det(M) =a?+2>0

On aura donc {

M2 =axif, on aura {
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Définitions

équation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Equation caractéristique (2)

Soit un systeme linéaire du type % =MU admettant la matrice

Jacobienne
a a
M:( 11 a2 )
azy  azz
La nature des solutions de % = MU va dépendre des valeurs

propres de M et donc du signe du discriminant de |'équation
caractéristique A% —tr(M)A +det(M) =0

A = (tr(M))% — 4det(M)

On va devoir distinguer trois cas : A>0, A=0et A<O.
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En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Plan détaillé

Les systemes linéaires dans R?

Typologie des systemes linéaires
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Introduction

On consideére le systeme

dU
—=MU avec M= ( a1z )
dt az; az2

Les valeurs propres de M sont les solutions de I'équation
caractéristique A2 —tr(M)A + det (M) = 0.

— L’allure des solutions U(t) va dépendre de la nature des valeurs
propres de M donc du signe de A= tr(M)2 — adet(M).
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Allure des solutions - Eléments d'explication
Selon la nature des valeurs propres de M, on peut lui associer |'une
des 4 formes de Jordan suivantes :

(M0 .
]—( 0 /12)51A>0

avec L1p=a=xif

(A O (A 1 Ca
]—( 0 /10) ou ]—( 0 Ao)blA—O

Le systéeme dt =MU est alors équivalent a E =JY, avec

Y(t) = ( ylEt; ) Si A>0, chacune des deux équations s'écrit

dz’;t) A;yi(t) dont la solution est y;(t) = yi(O)e’lft. Ainsi, les
solutions u(f) et v(f) seront une combinaison linéaire des ei’.
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A >0 : M a 2 valeurs propres réelles distinctes positives

At Aot

A >0et A,>0: lim eM!'= lim e"?' =+o0.
t—+oo f—+00
= (0,0) est un noeud instable
v(t)

u()
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N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

A>0 : M a 2 valeurs propres réelles distinctes négatives

A1 <0et A, <0: tliIP eMl= lim et!=0.

= (0,0) est un noeud asymptotiquement stable

A

v(t)

=

S. Charles & L. Pujo Menjouet

<
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A >0 : M a 2 valeurs propres réelles distinctes de signe
opposé

(/11<0 et ﬂz>0) ou (/11>0 et /12<0)
= (0,0) est un point selle

v()

A <0etA,>0

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (Rz) - page 34/78



Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A >0 : M a 2 valeurs propres réelles distinctes de signe
opposé

(/11<0 et ﬂz>0) ou (/11>0 et /12<0)
= (0,0) est un point selle

Séparatrice répulsive

u(t)

A <0etA,>0
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N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

A=0:M a1 valeur propre double et est diagonale

Ao >0 = (0,0) est une étoile instable

v(t)

u(®)

S. Charles & L. Pujo Menjouet
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N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

A=0:M a1 valeur propre double et est diagonale

Ao <0 = (0,0) est une étoile asymptotiquement stable

v(t)

u(t)
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A=0:M a1 valeur propre double et n’est pas diagonale

Ao >0 = (0,0) est un noeud dégénéré instable

v(t)

P

—
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A=0:M a1 valeur propre double et n’est pas diagonale

Ao <0 = (0,0) est un noeud dégénéré asymptotiquement stable

vt

—

u(t)

\\
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A <0 : M a 2 valeurs propres complexes conjuguées

a >0 = (0,0) est un foyer instable

& ’

N
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A <0 : M a 2 valeurs propres complexes conjuguées

a <0 = (0,0) est un foyer asymptotiquement stable

o
/_\

u(t
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Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

A <0 : M a 2 valeurs propres complexes conjuguées

a =0 = (0,0) est un centre (neutralement stable)

v()
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N A Equation caractéristique
Les systemes linéaires dans a q

Typologie des systemes linéaires
En résumé

Plan détaillé

Les systemes linéaires dans R?

En résumé
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Typologie des systemes linéaires : en résumé

Soit un systeme linéaire du type

du N

— = 4anu apv
dt

dv N

—_— = axnu axo UV
dt

Ce systeme est équivalent au systéme % =MU, ol M est la

matrice Jacobienne du systeme définie par

an  ap
M= (
azy  az
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Typologie des systemes linéaires : en résumé

» La nature du point d'équilibre (0,0) dépend du nombre, du
type (complexe ou réelle), et du signe de la partie réelle des
valeurs propres de la matrice Jacobienne M.

» Ces valeurs propres sont solutions de I'équation caractéristique

de M :
A% —tr(M)A +det(M) = 0

» On distingue plusieurs cas selon le signe de
A = (tr(M))* — 4det (M)

(A>0, A=0, A<0)
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Rappels sur le lien entre tr(M), det(M) et les valeurs
propres

> Si M admet deux valeurs propres réelles distinctes A, et A, :

A2—trMA+detM) =0 A—-2A11)(A—212) =0
A2 —tr(MA+detM) =0 12— (A1 +A2) A+ 1112 =0

tr(M) = /11 + /12
det(M) = A1 Ao
> Si M admet une valeur propre double, on aura
tr(M) = 21

{ detMM) =A2>0 °
> Si M admet deux valeurs propres complexes conjuguées
trM) =2a
detM) = a?+p2>0

On a donc {

Mz2=a=xif, on aura {
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Typologie des systemes linéaires : plan (tr(M);det(M))

Du fait du lien avec les valeurs propres, on peut représenter dans le
plan (tr(M);det(M)) les régions qui correspondent aux différents
types de points d'équilibre.

Le discriminant de I'équation caractéristique de M est

A = tr(M)? — 4det(M)

: tr(M)® -
Donc la parabole d'équation det(M) = # délimite les régions

du plan ol :
» A >0 (en-dessous la parabole);

» A <0 (au-dessus de la parabole).
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Les systemes linéaires dans R“

Plan (tr(M);det(M))

det(M),
\\

ANG

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

7

>

tr(N)

S. Charles & L. Pujo Menjouet
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N ol 2
Les systemes linéaires dans R“

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

Plan (tr(M);det(M)) : signe de la trace

det(M),
\\

tr(M) <O

7

tr(M) # O

S. Charles & L. Pujo Menjouet
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Les systemes linéaires dans R“

Plan (tr(M);det(M)) : signe d

det(M),
\\

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

u déterminant

7

det(M) > 0

tr(N)

det(M) <O

S. Charles & L. Pujo Menjouet
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Définitions
Equation caractéristique

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Typologie des systemes linéaires
En résumé

Plan (tr(M);det(M))

det(M),

7

det(M) >0 det(M) >0
ttr(M)<0 | ettr(M)>

tr(N)

det(|\11) <0
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Les systemes linéaires dans R~

Plan (tr(M);det(M))
det(M) =111z det(M)=13>0
trM) = A1+ A tr(M) =219

det(M),

A>0 |

7\l<Oet7\2<

Définitions

Equation caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

det(M) = a? + ﬁz >0
tr(M) =2«

7

A<O

1>0etA,>0

A >06

tA, <0 v

ou Aq<d
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Définitions

Equatiun caractéristique
Typologie des systemes linéaires
En résumé

N ol 2
Les systemes linéaires dans R~

Plan (tr(M);det(M))

det(M),

7

detM >0
trM<0

tr(N)
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Plan (tr(M);det(M))
det(M)

LSS
850

Foyer
asymptotiquement stable

w

Définitions
Equation caractér

Typologie des systemes linéaires
En résumé

Foyer
instable

Etoile
instable

L Cenfres’
Neeud (id dégénéré Noeud
asymptotiquement stable asymptotiquement st instable instable

tr(M)

r<osinso

Points]selle
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Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Plan détaillé

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R?
Retour au modele de Lotka-Volterra
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Retour au modeéle de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilil
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra

Rappel des équations

Le modele de Lotka-Volterra est un modele proies-prédateurs dont
les équations sont :

dN ( N)
—=rN|(l-—|—-aNP
dt K

P _ P+ NP

ar "
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Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Plan détaillé

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R?

Isoclines et points d’'équilibre

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (Rz) - page 58/78



Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Isoclines nulles

Rappel
Soit un systeme dynamique d'EDO tel que
dx
i fx,y
Yo gy
ar &Y

Dans le plan (x, ), les isoclines nulles de ce systeme sont
I'’ensemble des points du plan qui vérifient :

verticales horizontales
D =0 on Yogmy=o
_—= , = ou _—= , =
dt ¥ ar &Y
.| 0 | &
Ul ay v

Tt 0
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équ

Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque

z . N AP 2
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~
Théoreme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra

Isoclines nulles dans le cas ou u/f <K

On se place dans le plan de phase (N, P).

rla \

P®

/B
N(t)
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre

Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Points d'équilibre
Rappel

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

dx
4y
dt

fxy
glx,y)

Un point d'équilibre de ce systéme est un point (x*,y*) qui vérifie :

@
dt
dy
At |y=x y=y*

fx*,y*)=0

x=x*,y=y*

gx*,y") =0
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque

z . N AP 2
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~
Théoreme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra

Points d'équilibre dans le cas ou u/Bf <K
Les points d'équilibre sont a I'intersection des isoclines

horizontales et verticales :
A0:(0 ’ 0)

Al:(K ’ 0)

A=(u/B , r(K-p/B)/aK)

rla H/B<K

A

P®

AL

Ao
/g K
N(t)
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Plan détaillé

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R?

Stabilité des points d'équilibre
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilil
Stabilité des points d

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Etude de la stabilité des points d’équilibre (1)
Changement de variable

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

fx)
glx,y)

dx
4
ay
dt
possédant un point d'équilibre (x*, y*) dont on cherche la stabilité.
Il faut se ramener a ce que I'on connalt : les systémes linéaires

= On va donc linéariser au voisinage du point d’équilibre.
On introduit le changement de variable suivant :
x(t) —x*

{ u(t)
v(1) y() —y*
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Etude de la stabilité des points d'équilibre (2)
Linéarisation au voisinage du point d’équilibre

On linéarise le systeme au voisinage du point d'équilibre en utilisant
un développement de Taylor au premier ordre des fonctions f et g :

u(t) = x(t)— x* et v(t) = y(t) - y*

du _ dx . * xy ., Of ok, Of "
ar = ar =00V H Gel ) B Gy YD
dv _ 4y _ oox %4 08 —x*)+ 28 —y*
dt — dt _g(x ’y )+ 0x (x*'y*) (x X )+ 6y (x*,y*) (y y )

du . 0f of

dt — 0x (x*,7%) + oy (x*, %) v

T dv. Ly %8
dt — Ox (x*, %) oy (x*, %)

puisque f(x*,y*)=0 et g(x*,y*)=0.
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

z . N AP 2
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~

Etude de la stabilité des points d'équilibre (3)
Linéarisation au voisinage du point d’équilibre
Au voisinage du point d'équilibre (x*,y*), le systeme

dx
? = fly
Yy o_
ar g8(x,y)
est donc équivalent au systeme linéaire suivant :
au
— =M*U
dat
& a (1)
«_ | ox dy | u
avec M™ = a_g* a_g* ,U(t)—( U(t))
0x |4  0y|y

u() =x(t)—x* et v() =y()—y*
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Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

- - N AP 2 q g 2
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Plan détaillé

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R?

Jacobienne d'un systéme quelconque
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

- - N AP 2 q g 2
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

Jacobienne d'un systeme quelconque

Soit un systeme dynamique d'EDO tel que

fl,»
glx,y)

dx
gt
ay
dt
La matrice Jacobienne de ce systeme est définie par

or or
0x Oy

g 0g
0x Oy
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Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~

Le modele de Lotka-Volterra

Jacobienne (1)

Les équations du systeme sont
dN

4P = —uP + BNP

Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoreme de linéarisation

an :rN(l—%)—aNP:f(N,P)
:g(N)P)

La matrice Jacobienne de ce systéeme est

of
oN

g
ON

S. Charles & L. Pujo Menjouet

or
oP

%8
oP
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilil
Stabilité des points d

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra
Jacobienne (2)

On a

rN?
f(N,P)=rN——— —aNP
K
g(N,P) = —uP + NP
La matrice Jacobienne du systéme de Lotka-Volterra est donc :

2rN
r-——-—-aP -aN
K

BP -+ BN
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Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre
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Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Plan détaillé

Etude qualitative des systémes non linéaires dans R?

Théoreme de linéarisation
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Retour au modele de LOtk’i Volterra
Isoclines et points d’é
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Théoreme de linéarisation

dx

dx _ £y
Soit un systeme non linéaire g; flxy)
7 =8(xy)
d'équilibre (x*,y*) et tel que det(M*) #0, ol M* est la matrice

Jacobienne du systeme au voisinage du point (x*, y™*).

admettant un point

Alors, dans le voisinage du point d'équilibre, les portraits de phase

ax _
du systeme g;, f(xy)
ac = g(x J’)

ont des points d'équilibre de méme nature, sous réserve que le
systeme linéarisé ne corresponde pas a des centres.

et de sa forme I|near|see —M*U

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (Rz) - page 72/78



Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Etude qualitative des systemes non linéaires dans R?

Le modele de Lotka-Volterra

Théoréme de linéarisation (Ag)
Cas ou il existe trois points d'équilibre (cas pu/p < K).

La matrice Jacobienne du systeme est :

2rN
r—aP—T —-aN
M=
pP PN -

Au point d’équilibre Ag = (0,0), la matrice Jacobienne s’écrit :
r 0
M“_(O —u)

On a det(Mp,) = -ru<0.
Donc le point d'équilibre Ag = (0,0) est un point selle.
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilibre
Stabilité des points d’équilibre

Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

det(M)

FENNNPY

B850
- Foyer
asymptotiquement stable
"

o

Neeud C
asymptotiquement stable asymptotiquement st

p>0
Foyer
instable

Etoile
instable

ud dégénéré Neeud
instable instable

w0

tr(M)

Points}

]
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selle
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Retour au modele de Lotka-Volterra
Isoclines et points d’équilil
Stabilité des points d’équilibre

z . N AP 2 4 b 5
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra

Théoreme de linéarisation (A1) dans le cas ot p/f <K

Au point d'équilibre A; = (K,0), la matrice Jacobienne s'écrit :

-r —ak
M, = )

0 PBK-u

On a det(Ma,) = —r(BK—p) <0 (car BK > p).

Donc le point d'équilibre A; = (K,0) est un point selle.
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Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra

Théoréme de linéarisation (A2) dans le cas ol p/f<K

U, r(K-5) .
Au point d'équilibre Az = (%, aKﬂ ), les calculs se compliquent...

Il faut se rappeler que les points d'équilibre sont a I'intersection des
isoclines horizontales et verticales.

Ainsi pour Ay :
— £
s fon
P=Z(1-%)

On appelle ces équations les conditions d’équilibre.
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Stabilité des points d’équilibre
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Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~ Jacobienne d’un systeme quelconque
Théoréme de linéarisation

Le modéle de Lotka-Volterra
Théoréme de linéarisation (A2) dans le cas ol p/f<K
(E r(K—

I
Z) . . Vs
a—ﬁ), la matrice Jacobienne s'écrit

Au point d’équilibre Az = (5, —¢

donc :

N‘k
My =| T —-aN*
2~ | pp* 0

On a det(Ma,) = afSN*P* >0 et tr(My,) = —rN—K* <0.

Donc le point d'équilibre Az est un nceud, un nceud dégénéré,
ou un foyer asymptotiquement stable selon le signe de :

A = tr(Mp,)? - 4det(Ma,)
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Isoclines et points d’équilibre

Stabilité des points d’équilibre
Jacobienne d’un systeme quelconque

z . N AP 2
Etude qualitative des systémes non linéaires dans R~
Théoréeme de linéarisation

Le modele de Lotka-Volterra
Portrait de phase dans le cas ou u/f<K

P(®)

u/B N(t)
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