Biologie Mathématique et Modélisation (M1 - aMIV)

Chapitre 1 : Bifurcations dans R

Sandrine CHARLES (04/07/2007)

1. Bifurcations dans R @ UN ParamMELre.... ... «eeeeenmniaeaeeeeeeeeeeeseresrmssssmmnnnneesnnsnnnnnns 2
1.1. La bifurcation selle-noeud (« saddle-node »)..........cccoovriiiiiiiiiiiiiiiiii e, 2
1.2. La bifurcation tranSCritIQUE ............uceiiiee oo 5
1.3. Bifurcation fourche super-critique (ou « pftm ») ........ccooeeeeiiiiiiiii oo 7
1.4. La bifurcation fourche SOUS-CIHEIQUE.....ccceerirriieiiiiiiiiiee e e e eeeeeeeeeeeceevveeeeaeeaeaeees 9
1.5. La bifurcation NYStEreSIS.........ccoii it 11

2. Les bifurcations dans R & deUX PAramMetresS . eeeeeeeeeiieiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeesseeesnnns 14

3. Pour fiNir : UN @XEMPIE .......iiei e sttt e e e e e e e e e e e e e 18

S. Charles (UMR CNRS 5558) Mise a jour du 4/07/07



1. Bifurcations dans R a un parametre

Soit une fonction réelle d'une variable réetl@() dépendant d'un paramétre réet R .
La forme générale de I'équation différentielle genmant la variable x est la suivante :

x = f(x,c) (2.0)
Pour chaque valeur du parametrél est possible de déterminer les points d'éfali et
leurs propriétés de stabilité. Ainsi, a chaque wablec correspondra un portrait de phase
de I'équation (1.1). Le nombre de points d'équdibrpeut varier avec la valeur du
parametrec. Un point d’équilibre asymptotiguement stable pouar certain domaine de
valeur du parametre peut devenir instable sur un autre domaine. Lemngbments

qualitatifs du portrait de phase sont appelés lifegcations et se produisent pour des

valeurs particuliéres du paramétre, appelée valeur de bifurcation.
Nous allons maintenant présenter les principaldésrdations se produisant pour une

équation du type (1.1).
1.1. La bifurcation selle-noeud (« saddle-node »)

Soit I'équation différentielle suivante dépenddahgarametre réel:

x=f(xc)=c+x° (1.1)
Recherchons les points d’équilibre de cette équnaiirois cas doivent étre distingués :
1. c<0

Dans ce cas, nous pouvons écr'cre:—|c|. Les points d’équilibre sont solutions de

I'équation suivante :

x=x"~|c|=0 soit X*=|d
Ainsi, sic<0, il existe deux points d'équilibre de coordonnéespectivesx (c) =—,/|c|
et x, (c) = +\/H. L'équation (1.2) peut se réécrire sous la foroieasite :

X:(x+\/ﬂ)(x—\/ﬂ) :(x—xl* (c))(x—x’;(c))

Le signe dex est celui du premier coefficient a I'extérieur desines ; il est donc le

suivant :
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- Si x(c)<x<x (c), alorsx<0, c'est-a-dire que la varialseest une fonction
décroissante du temps
- Si x<x,(c) ou x>x (c), alors x>0, c'est-a-dire que la variableest une

fonction croissante du temps
Les résultats précédents montrent que pour touleuwvalu paramétrec<0 le point
d’équilibre X, (c) est stable et le point d’équilibng (c) est instable. Voici le portrait de

phase correspondant.

stable mnstable
> » & - - - L > > X
k| k|

2. ¢c=0
Dans ce cas, I'équation (1.2) se réduit a I'expresalivante :
X=X

admettant un point d’équilibre uniqueé =0.

Ce point d’équilibre est non hyperbolique %lt— =[2x],., = 0.
Xly=g -

CependantxOR-{0} , x>0, ainsi la variable est une fonction croissante du temps de

part et d'autre du point d’équilibr& =0, qui est donc un shunt positif. Ci-dessous le

portrait de phase dans le cas O :
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3. ¢>0
Les points d’équilibre doivent étre solutions ‘@gliation suivante
x*=-c>0
qui n'admet pas de solutions réelles. De plus, poutes valeurs d& x>0, ainsi la

variablex est toujours croissante avec le temps.
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L'ensemble des résultats précédents se résumeuthanéagramme de bifurcation. Ce
diagramme porte en abscisse le parametee en ordonnées les coordonnées des points

d’équilibre (Figure 1).

Figure 1 : Bifurcation selle-nceud

Pour les valeurs de<0, on observe deux branches correspondant respeenieau
point d'équilibre X, (c) qui est stable et & (c) qui est instable. Pour préciser la stabilité
de chaque point fixe, on trace une branche en ptaih (resp. tireté) lorsque le point
d’équilibre correspondant est stable (resp. insjabPour c=0 , les deux points
d’équilibre viennent se confondre avec l'origingi @st point d’équilibre unique non
hyperbolique (shunt positif). Enfin, poar>0 il n‘existe pas de points d’équilibre.

On voit dans cet exemple que pour la valeur pdigicic” =0, le portrait de phase change

qualitativement. En traversant la valecir=0, le nombre de points d’équilibre passe de
deux a zéro. Cette valeur particuliere du parametest lavaleur de bifurcation pour

laguelle se produit une bifurcation appédbifercation selle-noeud.

Remarque: Dans le cas ou le parameéetrest_additif il est facile de procéder en écrivant

I'équation sous la forme suivante :
x=f(x,0)+c
avec des points d’équilibre solutions di¢x,0) = —c.

Ainsi, d'une maniere générale, les points d’éqrelise trouvent a lintersection de la

courbe f (x,0) et de la droite horizontalg = —c.

Dans I'exemple précédent,(x, O) =x°. La figure suivante permet de retrouver facilement

les trois cas possibles selon le signe du pararnétre
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Les propriétés de stabilité de chaque point d’@opails'obtiennent en recherchant le signe

de x. D'une maniere générale, la position de la coufb(ex, O) par rapport a la droite
horizontaley = —c permet de déterminer la stabilité de chaque doiat En effet,x>0

(respx<0)si f(x,0)>-c (resp. f (x,0)<—c).

1.2. La bifurcation transcritique

Soit I'équation différentielle suivante :

X =CX+ X (1.2)
Recherchons les points d’équilibre de cette équat@on les valeurs du paramétre
Trois cas doivent étre étudiés :
1. c<0

Dans ce cas, hous pouvons écr'n:@—|c|. Les points d’équilibre sont solutions de
I'équation suivante :

)‘(:x(x—|c|)=0
qui admet deux solutiong =0 et x,(c) =|c|. On a donc :

x=x(x-[c) = x(x-x(c))
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- Si 0<x<x(c), alors x<0, c'est-a-dire que la variabbe est une fonction

décroissante du temps
- Si x<0 ou x>x;(c), alors x>0, c'est-a-dire que la variabbe est une
fonction croissante du temps
Ainsi, 0 est un point d’équilibre asymptotiquemstatble etx, (c) est un point d’équilibre

instable. La figure suivante présente le portraiptiase dans le cas< 0.

stable imstable
* * & -+ -+ + & * » X
0 -

2. ¢c=0
Dans ce cas, I'équation devient :
X=X
admettant un point d’équilibre uniquée = 0 non hyperbolique qui est un shunt positif.

3. ¢>0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutiam$équation suivante :
x=x(x+c)=0

qui admet deux solutiong =0 et x,(c) =-c<0. On a donc :

x:x(x+c):x(x—x§(c))
- Six(c)<x<0, alorsx<0
- Six<x(c) oux>0,alorsx>0
Ainsi, 0 est un point d'équilibre instable cettesfet x,(c) est un point d’équilibre

asymptotiquement stable. La figure suivante pré&skenportrait de phase dans le cas0.

stable instable
» * & - -+ -+ & * > X
- 0

Le diagramme de bifurcation de la figure 2 montue ta valeur de bifurcation est =0.

L'origine, qui est stable pouc<0, devient instable pourc>0 alors que le point

bY

d’équilibre x,(c) passe de stable a instable. Cette bifurcationappeléebifurcation

transcritique. Le nombre de points d’équilibre est conservé reis nature change a la
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Figure 2 : Bifurcation trans-critique
1.3. Bifurcation fourche super-critique (ou « pitch fork »)

Soit I'équation différentielle suivante :

x=cx-x° (1.3)
Recherchons les points d’équilibre de cette équataion les valeurs du parameétreDe
nouveau, trois cas doivent étre étudiés :
1. c<0
Nous pouvons alors écrire:—|c|. Les points d’équilibre sont solutions de I'éqomati
suivante :

X = —x(x2 +|c|) =0
qui admet une solution unique =0. Le signe dex est donné par le signe de :

- Si x>0, alorsx<0

- Six<0, alorsx>0

Ainsi, 0 est un point d’équilibre asymptotiquemstable.

]
-+ > L -+ + » X
stable
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Dans ce cas, I'équation devient :

x=-x

admettant un point d’équilibre uniqué =0 non hyperbolique C&ZIJ = [—3x2] = 0.
X x=

Cependant :

- Six>0,alorsx<0

- Six<0, alorsx>0
Par conséquent, l'origine est point d’équilibrenagiotiquement stable lorsque=0.
3. ¢c>0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutaam$équation suivante :
X = x(c - x2) =0
qui admet trois solutiong; =0, X, (c)=-c et X, (c)=+vJ/c.On a alors :
X = x(c—xz) =x(\/6—x)(\/6+x) =x(x—x;(c))(x’;(c)—x)
- Six<x(c), alorsx>0
- Six(c)<x<0,alorsx<0
- Si0<x<x/(c), alorsx>0
- Six>x(c), alorsx<0
Ainsi, 0 est un point déquilibre instable entoud®e deux points d’équilibre
asymptotiquement stables (c) = —vc et X (c) =+Jc.

Voici le portrait de phase dans le @as 0.

stable imnstable stable
B e | -~ & — ® » X
]
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Le diagramme de bifurcation (Figure 3) montre qoerpa valeur de bifurcation” =0, le
nombre de points d’équilibre passe de un a traspadint d’équilibre situé a l'origine, qui
est stable pouc <0, devient instable pout >0 en s'entourant de deux points d’équilibre

stables ent+/c . Cette bifurcation est appelbeur cation four chette super-critique.
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x|

Figure 3 : Bifurcation fourchette super-critique

1.4. La bifurcation fourche sous-critique

Soit I'équation différentielle suivante :

X=CcX+ X (1-4)
Recherchons les points d’équilibre de cette éqnatélon les valeurs du paramétre
1. ¢c<0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutaam$équation suivante :

X:x(x2—|c|) =0
qui admet trois solutiong, =0, X, (c) = —\/H et (c)= +\/H. On a alors :

X:x(x2—|c|):x(x—\/ﬂ)(x+\/ﬂ):x(x—x;(c))(x+x*2(c))
- Six<x(c), alorsx<0
- Six(c)<x<0,alorsx>0
- Si0<x<x(c),alorsx<0
- Six>x(c), alorsx>0
Ainsi, 0 est un point déquilibre asymptotiquemestable entouré de deux points

d’équilibre instablesx, (c) = —\/H et x;(c) :+\/H. Ci-dessous le portrait de phase dans
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le casc>0.
instable stable instabla
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2. ¢=0

Dans ce cas, I'équation devient :
x=x
admettant un point d’équilibre uniqué =0 non hyperbolique c&% = [3XZLO =0.
Cependant :
- Si x>0, alorsx>0
- Si x<0, alorsx<0

Par conséquent, 'origine est un point d’équilibstable lorsques =0.

e
-+ -+ & > > = X
Instable

3. ¢>0

Dans ce cas, les points d’équilibre sont solutaam$équation suivante :
X:x(c+x2) =0,
qui admet une seule solutiog =0. Le signe dex est le signe de :

- Six<0, alorsx<0
- Six>0, alorsx<0

Ainsi, l'origine est un point d’équilibre instalidans le cag > 0.

Le diagramme de bifurcation (Figure 4) montre qoerpa valeur de bifurcation” =0, le
nombre de points d’équilibre passe de trois a enpdint d’équilibre situé a l'origine, qui
est stable pouc<0 et entouré de deux points d’équilibre instables#sft, devient
instable pouc>0. On observe de plus la disparition des deux ayioasts d’équilibre

pour ¢ > 0. Cette bifurcation est appelbéurcation fourchette sous-critique.

- BMM 2 — Cours 2 (M1 — aMIV), p10/18 -



S. Charlesqcharles@biomserv.univ-lyon1).fr Le 04/07/2007

Figure 4 : Bifurcation fourchette sous-critique

1.5. La bifurcation hystérésis

Soit I'équation différentielle suivante dépenddahgaramétre réel c :

x=f(x,c)=c+x-x° (1.5)

Le paramétre est additit I'équation peut étre réécrite sous la forme :

x=c+ f (x0) avec f (x,0) = x-x°

La courbe f (x,0) s'annule erx=0 et enx==1.

) , . L2 1 - ) . 2
Elle présente un maximum égal &= en x=— et un minimum égal &——

3J3 NE 3J3

1
enx=-—=.

V3

La figure 5 donne le graphe de la fonctfofx, 0) = x - x°.
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c
Figure 5 : Représentation graphique de la fonctioh(x, 0) =x-x.

Les points d’équilibre de I'équation (1.5) se trentva I'intersection de la courlddx, 0) et
de la droite horizontal& = —c. Trois cas se distinguent :

- Si c>i, I'équation (1.5) admet un point d’équilibre urequ
3V3
asymptotiquement stable.
. 2 2 : . - :
- Si ——=<c<——=, le systéme admet trois points d’équilibre, unnpoi
33 3/3

d’équilibre instable entouré de deux points d’'égre asymptotiguement

stables.
- Si c<—%, 'équation admet a nouveau un seul point d’éopali

asymptotiquement stable.

Le diagramme de bifurcation (Figure 6) montre qumirples valeurs du parametre

c=+——, le nombre de points d’équilibre passe de un g gba nouveau repasse a un

3V3

seul point fixe.
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Figure 6 : Diagramme de la bifurcation hystérésis.

. L. L . 2
Il est possible de décrire un cycle d'hystérésis.eBet pour une valeur de<———

33’
quelque soit la condition initial&(0), la variablex(t) va tendre vers le point d'équilibre

unique asymptotiquement stable nd@té Faisons maintenant varier le parametreen

'augmentant progressivement. Lorsquie — , point B, un nouveau point d’équilibre

2
3V3

apparait. Pour les valeurs du parametre teIIes—%je <c<—=, trois points d’équilibre

sf

existent. Cependant, I'équilibre précédent contidétre asymptotiquement stable et la

variation du parametre se fait en restant sur la méme branche du diageajusgu‘au

point C. A partir de ce poin€ correspondant & =+ une augmentation aussi petite

2

33’

soit-elle du parameétre provoque un saut sur la branche supérieure sgablen pointD.

Toute augmentation du paramétcese fait ensuite en restant sur cette brancheestabl

jusqu'en un poink.

Maintenant, faisons le chemin inverse, c'est-a-dirdaisant varier le paraméte en le

diminuant progressivement a partir du pditCette fois, le systéme reste sur la branche
L , . . 2

stable supérieure jusqu'au poiRt correspondant a::—%, Pour cette valeur du

parametre, le systeme saute sur la branche stdbleeure au poinB. Enfin, la diminution

du parametree conduit au point de dépakt
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Pendant la variation du paramete le systéeme a décrit un cyceBCDEDFBA appelé
cycle d'hystérésis. Le parcours suivi pendant lasphd'augmentation du paramétre
(ABCDE) est différent que celui suivi pendant la phasedaeinution EDFBA). De
nombreux phénomenes physiques et naturels corréspba de tels cycles dhystérésis,

c'est-a-dire que le chemin suivi par le systemedémglu sens de parcours.

2. Les bifurcations dans R a deux parametres

Dans ce paragraphe nous n'aborderons qu’un seel dgp bifurcation dans R a deux
parametres, l[ronce ou « cusp » en anglais.
Soit I'équation différentielle suivante dépenddahgaramétre réel c :
x=f(xc,d)=c+dx-x* (2.1)
ou ¢ etd sont deux paramétres réels. La foncfi@st cette fois une fonction réelles de la
variable réellex et des deux parametres réelstd. Le parametre étant_additif il est
possible de réécrire I'équation précédente comiibe su
x=1f(x,0d)+c avec f(x0,d)=dx-x
Les points d’équilibre de I'équation (2.1) se trentv a l'intersection de la courbe

f (x,O,d) et de la droitey = —c. Trois cas doivent étre distingués selon le sige:

1. d>0

Dans ce cas, la courbb(x,o,d) s'annule en trois points d'abscisse 0,£/d et présente

un maximum en><=\/§ et un minimum erx = —\/g d'ordonnées}:%\/g3 (Figure 7).

Figure 7 : Représentation graphique de la courlfe(x,0,d) = dx—x*.
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. Pour—%\/g3 < c<2—g\/§3, le systeme admet trois points d’équilibre, uniahke a
l'origine entouré de deux points d’équilibre asyotigiement stables.
2d [d . N A .
. Pourc=i? 3 deux points d’équilibre (le point d’équilibreyasptotiquement

stable avec I'un des deux autres instables) sigmejat et se confondent avec soit le

maximum ou le minimum de la fonctidr(x,O,d) )

e Enfin, six< —%\/% oux>%\/§3, le systéme admet un point d’équilibre unique

stable.

Shunt > 0

v c

Figure 8 : Portraits de phase possibles selon Isition dec etd, dans le cas od est > 0.

2. d=0

Dans ce cas, la courbé(x,o,d) ne s'‘annule qu'a l'origine avec un point d'infhexde
pente nulle également situé a l'origine, puisdy,0,d) = -x.

Le systeme possede un seul point d’équilibre asytigpiement stable (Figure 9).
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Dans ce cas, la courbfs(x,O,d) ne s'annule qu'a l'origine avec un point d'infdexen ce

point (Figure 9). Le systéme posséde un seul poiéquilibre (qui n'est pas
nécessairement 0) asymptotiquement stable.

A.S. A.S.

Figure 9 : Portraits de phase possibles selon questinul ou < 0.

En résumé, deux cas peuvent se produire, soit umt p&quilibre asymptotiquement
stable, soit trois points d’équilibre dont deux mgyotiguement stables et un instable. Les

valeurs des parametres pour lesquels se produérisaition de un a trois points d’équilibre

vérifient :
x=0 c+dx-x"=0
of ou encore
—=0 d-3x*=0
1754

En éliminant la variabl& entre les deux équations, on obtient I'équatioveste donnant

le lieu des points dans l'espace des parametresspondant a la bifurcatidnonce :

3
4d® = 27c?, soitc = iZ,/d—
27

La courbe correspondante est donc discontinue I&i@0). A l'intérieur de la courbe,
I'équation différentielle (2.1) admet trois points’équilibre, dont deux sont
asymptotiquement stables et un est instable ; xaétleur de la courbe, I'équation

différentielle (2.1) admet un seul point d’équiBtasymptotiquement stable.
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Figure 10 : Représentation graphique de la frondkd® = 27c? dans le pIan(C, d) , avec quelques

portraits de phase possibles de I'équation (2.1).

Il est possible de tracer un diagramme de bifuncaéivec en ordonnée les coordonnées des

point fixes en fonction du parametdea c constant (Figure 11).

AN
AT

Figure 11 : Diagramme de bifurcation de I'équatiodifférentielle cubique (2.1) dans I’espac(ec, d, X).

La fronce dans le graphe inférieur est I'ensemblesdpoints dans le plarﬁc, d) pour lesquels la surface

pliée du dessus posséde une tangence verticalejeasus d'un point situé a l'intérieur de la froncky

surface du dessus prend des valeurs multiples.

On voit que le diagramme complet de bifurcatiordenension trois présente une surface

de bifurcation ayant I'allure d'une fronce, figde
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3. Pour finir : un exemple

On s’intéresse a I'équation suivante:(x—ﬁ)(xzwl). On cherche la nature des

solutions en fonction du paramété]R .

Figure 12 : Diagramme de bifurcation de I'équatiodifférentielle X = (X—/]) (X2 +/1) .
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