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Définition d'une matrice
Une matrice A(n,p) est un tableau rectangulaire de nombres réels
comprenant n lignes et p colonnes.
Chaque nombre de ce tableau est un coefficient (ou élément) de A.
Les valeurs de n et p sont les dimensions de A.

all a2 ... alj e alp
a1 az ... a2 ... Q@2p
A (n,p) = ' ' ' ={a;},o, ~
<1< <7<
ai1 G2 ... Qg ... Qi 7 I1<i<n, 1< <p
anl Qp2 ... Gpj ... Qpp
Les p coefficients (a1, ai2, .. ., aip) forment la i€ ligne de A : {aij}je[l_p]

Les n coefficients (a1;, az;, ..., an;) forment la j° colonne de A : {a;; },c(y.,
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Exemple : tableau floro-faunistique

Situation : n sites sont décrits par I'abondance ou par un indice de
présence-absence de p espéces. L'information est contenue dans un
tableau A(n,p). Ici, n=10et p = 8.
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Autres définitions

» Un nombre est une matrice (1,1).
> La matrice X = ( T T 13 ) de dimension (1, 3)
est appelée matrice ligne (ou vecteur ligne).
0N
» La matrice Y = | 2 | de dimension (3,1)

Y3
est appelée matrice colonne (ou vecteur colonne).
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Matrice transposée

La matrice transposée de A, , est la matrice de dimensions
(p,n) dont la j° ligne est la j° colonne de A (j =1,...,p), et
dont la i® colonne est la i ligne de A (i =1,...,n).

On la note AY ou A’ ou AT,
On a par ailleurs que (AT)T =A.

Exemple :

1 2
A=| 3 4 @AT:<135>
5 6
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Matrices carrées

Une matrice est dite carrée si n = p.

Exemple de matrice carrée de dimension 3 :

Az =

~ b~ =
O W

2
5
8

Remarque : la transposée d'une matrice carrée est aussi une
matrice carrée, de méme dimension.

Les coefficients {a;; } forment la diagonale de A.

Diag (A) = {1,5,9}
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Matrices carrées particulieres

Matrice diagonale Vi,Vj,i # j,a; = 0.
Notation : Diag{an’}lgign.

1 00
Exemple: A= 0 5 0
0 09

Matrice symétrique Vi,Vj, a; = aj;. Alors AT = A,

Exemple : A =

W N =

3
4
9
iagonale telle que Vi, a; =1

2

5

4

Matrice identité (ou unité) matrice d
0

Exemple : I3 = 1

0

O O =

0
0
1
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Matrice de variance-covariance

Soient (X1, Xo,...,X,) n variables aléatoires telles que
var(X;) = o? et cov(X;, X;) = 0.

La matrice de variance-covariance des {X;} est la matrice carrée
symétrique de dimension n suivante :

2
01 g12 ... O1n

2

Opl Op2 ... O
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Matrice de corrélation

Si on désigne par p;; les coefficients de corrélation entres les
; . = X)) — i ;
variables X; et Xj, py = corr(X;, Xj) = e alors la matrice de

corrélation des {X;} est la matrice carrée symétrique suivante :

1 pi2 ... pin
O p21 1 ... pay
Pnl  Pn2 .- 1

Si toutes les variables sont indépendantes deux a deux, alors
Vi,Vj,i# j,04 = 0. Conséquence : ¥ est diagonale et ) =1I,.
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Multiplication par un nombre

Le produit d'une matrice A, ;) par un nombre A est une matrice
de méme dimension By, ,) obtenue en multipliant par A tous les
coefficients de A :

bij = )\aij
Exemple :
1 2 2 4
2A=21 3 4 | = 6 8
5 6 10 12
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Addition

La somme C = A + B de deux matrices de méme dimension
s'obtient en additionnant les coefficients de mémes indices :

Cij = Gjj + bij

Exemple :
1 2 2 4 3 6
A+B=| 3 4 |+ 6 8 = 9 12
5 6 10 12 15 18
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Produit de deux matrices

Pour pouvoir multiplier la matrice A par la matrice B, il faut que

le nombre de colonnes de A soit égal au nombre de lignes de
B. Autrement dit, le produit AB ne sera possible que si A, ;) et
B(p,q)- Le résultat est alors une matrice C, ,) dont les coefficients
¢y valent :

cyj = a;1bij + aipbj + ...+ apby;
C = A x B
(n,q) (n,p) (r,q)

Le coefficient c;; est obtenu en multipliant deux a deux les
coefficients de la ¢ ligne de A avec ceux de la j¢ colonne de B.
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Produit de deux matrices : exemple

o ba
-1 La
o0 =

14 17 20
A{__;_!]: 3 4 23 30 37 44 =C[;;_q
o 5 6 35 46 57 68
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Produit de deux matrices : exemple

Eil 11
A . =| 3 4| 23 30 37 4 |=C
56 35

S. Charles (sandrine.charles@univ-1lyonl.fr)

1
5

—2| 3 4
56| 7 8

@ 17 20

(3.4)

46 57 68
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Produit de deux matrices : exemple

{4+ B 3 4
B .=
(24 ,_..-5— 7 8
7 ) 11 14 17 20

A =|[3 4] 23 B0l 37 44 |=C

(3.4)
5 6 35 46 57 68
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Produit de deux matrices : exemple

1234
——T8
2 11 14 17 20

A, =| 3 4 9%: 30 37 44 (=0
' 35 46 57 [8]

(3.4)
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Propriétés du produit de deux matrices

Non commutativité En général, A x B #B x A

Associativitt AXx (BxC)=(AxB)xC=AxBxC

Pour une matrice carrée de dimension n, on peut
alors définir A x A x A X A x...=AF

Distributivitt Ax (B+C)=AxB+AxC
Multiplication par un nombre (AA)xB =A(A x B) = A x (AB)
Produit transposé (A x B)T = BT x AT

Matrice identité I, x A=A xI, =A
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Trace d’'une matrice carrée

La trace d'une matrice carrée A(n,n), notée tr(A), est la somme
des coefficients diagonaux :

Exemple :

A= S tr(A)=1+5+9=15

- e e
o Ot N
O© O W
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Déterminant d'une matrice carrée

Ordre 1
la11| = an

Ordre 2
ajl a2
a1 a2

Ordre 3
ajp a2
a1 (22
asr  as2

= 011022 — (12021

a3
a23
ags

= 11022033 + 021032013 + (31012023

— 013022031 — (23032011 — (33012021
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Déterminant d'ordre 3 : régle de Sarrus

21 22 2 || T Oy Ogllyy ¥ 0,050, + a,0,,0,,

EL ECE Tty thyy T gglha,thy) T gl 0,
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Déterminant d'ordre 3 : régle de Sarrus

= ‘G'J |azza::.1| +|a2 e h! :s| B |a':510'12a2.1 ‘

Ty ey T gyt = Oy, 0,0,
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Déterminant d'ordre 3 : régle de Sarrus

= ‘ﬂ'] |”‘22'ﬂ':1.1| +|”’: 1950 :s| + |a':;1”'1 atlag |

_‘a'l:%ﬂ'ﬂaﬂl | —|a.2__{a:ua| 1 |_ ‘aﬂaua:] |
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Déterminant d'ordre 3 : les cofacteurs

On choisit une ligne ou une colonne puis on somme les cofacteurs.

ail a2 a3
A=|an ax a3

azip az2 as3

Par rapport a la premiere ligne :

a2 a23 a1 ag3 a1 a2
A = +an — a2 + a3
az2  ass3 as1  ass asy  as2
Par rapport a la premiére colonne :
a2 a3 a2 a3 a2 a3
A = +a; — a1 + a3
az2 433 azy  ass a2 (23
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Méthode des cofacteurs : généralisation

Le déterminant d'une matrice A, ,,) s'obtient en choisissant une
ligne ou une colonne quelconque (en pratique, avec le plus de
coefficients égaux a 0), et en faisant la somme du produit de ses
éléments par leur cofacteur.

Le cofacteur de a;; est égal au produit de (—1)"*7 et du
déterminant extrait de A en supprimant la ligne 7 et la colonne j.

Exemple :

‘ =3-0+24 =27

S =
wW =
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Méthode des cofacteurs : détails

Ly = D
[FC I e R (]
Ca et
[ i
|
=
i
W =@
+
[~
D =
[JCRE—
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Méthode des cofacteurs : détails

10 42
A=l4+1-0|=4f! O -0
4043 43 33
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+1 -0 +2
A=|-4+1-0|= H
+) -3 +3

[JCI ]
W O
|
o
&
w o
+
3]
= =
[JUR
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Propriétés du déterminant (1)

» Si une colonne de A est nulle, alors det(A) =0
» Si une ligne de A est nulle, alors det(A) =0

> Si deux lignes ou deux colonnes de A sont proportionnelles,
alors det(A) =0

» Si une ligne (resp. une colonne) de A est une combinaison
linéaire des autres lignes (resp. colonnes), alors det(A) =0 :

1 2 3 1 2 3
A=1| 2 46 A=1| 456
111 5 79
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Propriétés du déterminant (2)

> det(A x B) = det(A) x det(B)
> det(AT) = det(A)

> det (Dz’ag{au‘hgign) =

IS
S8

=1

det (A) =4

Il
S O =
O = O
_— o O
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Définitions
» Une matrice carrée A de dimension n est dite réguliére si

det(A) # 0.

> L’'inverse d'une matrice carrée A de dimension n existe si A
est réguliere.

> Si son inverse existe, alors est dite inversible.

> L'inverse est une matrice carrée de dimension n notée A1

telle que :
AxA'=A"TxA=1,
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Propriétés des inverses

» Soient A et B deux matrices de dimension n :

(AxB) '=B'xA-1

P> Et en général, soient p matrices carrées de dimension n :
(A x Ag x ... ><Ap)_1:A;1 xA;il X ...x ATt
> Inverse de la transposée
-1 T
(A7) = (a7
> Déterminant de l'inverse

det (A_l)
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Calcul pratique de la matrice inverse

Pour obtenir I'inverse d'une matrice, on peut utiliser la formule
suivante :

1

_ T
= det(a) < ©

Afl

avec C la comatrice de A, obtenue en remplacant chaque
coefficient de A par son cofacteur.
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Application aux matrices de dimension 2

. a b
SOItA—<c d)'

On a det(A) = ad — be, que 'on va supposer # 0.
La matrice des cofacteurs s'écrit :

C:<+d —c>
—-b +a

Et on obtient donc l'inverse :

1 d —b
Al=——
ad—bc(—c a )

En pratique, il existe de nombreux logiciels permettant de calculer
les déterminants et les inverses de matrices, on ne fait donc
généralement pas ces calculs a la main'!
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. PP Définitions
Matrices : généralités

Opérations sur les matrices

Trace et déterminant d’une matrice carrée
Inverse d’une matrice carrée

Application a la résolution d'un systeme linéaire (1)
Soit a résoudre

a1t + a2 + ...+ a1y = b1

a1 + Ao2%2 + ... + a21,%, = by

1%l + Gpo®s + ... + GpnZn = by,

ou les z; sont les inconnues.
Ce systeme s’écrit sous forme matricielle :

AxX=B
ain 012 a1n 7 b1
a1 Q22 a2n T2 ba
avec A = , X = et B=
an1 ap2 ... GOpn In bn
Si det(A) # 0, alors il existe un

e unique solution X = A~! x B.
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Définitions
Opérations sur les matrices
Trace et déterminant d’une matrice carrée

Matrices : généralités

Inverse d’une matrice carrée

Application a la résolution d'un systeme linéaire (21)

Soit a résoudre :
AxX=8B
Si det(A) # 0, alors il existe une unique solution :

X=A"1'xB

AX=B& A 'AX=A"'B si det(A)#0
SIX=A"'B car A'A=1
& X =A"!'B T'unique solution
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BN

Base canonique de
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalai

Table des matieres

Interprétation géométrique
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalaire

Plan détaillé

Interprétation géométrique
Base canonique de R™
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalaire

L'espace vectoriel R?

Soit I'espace a deux dimensions R?, muni d'un repere orthonormé
défini par les deux vecteurs unité € (communément noté i) et &
(ou 7).

7

Chaque point M € R? est caractérisé par ses coordonnées
(Zm, Ym) qui sont aussi les composantes du vecteur OM, joignant
I'origine au point M.

z H — —
On peut écrire OM = x,, €1 + Ym €o.
Les vecteurs & et € sont souvent notés 7 et ;.

Sous forme matricielle, on écrira :

o= (0) @ (1) = ()= (0o ()

S. Charles (sandrine.charles@univ-1lyonl.fr) e - Remise a niveau - page 47/85


sandrine.charles@univ-lyon1.fr

Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalai

L'espace vectoriel R?

Visualisation de la base canonique (€1, &) = (i,7)

yh

Ymig------------mmmmmnns

A 4

[T
Y
=
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalaire

Généralisation a R"

Les vecteurs unité suivants :

1 0 0
0 1 0
€1 = 0 ;€2 = 0 ’ ;€n = 0
0 0 1

sont tels qu’'on ne peut en exprimer aucun en fonction des autres : on dit qu'ils
sont linéairement indépendants et qu'ils forment la base canonique de R".
Ainsi, tout point de R" vérifie :

1
X2 n
X = . =l‘1el+x2€2+--.+itnenIzl‘iez‘
. i=1
Tn,

Plus généralement, tout systeme de n vecteurs linéairement indépendants
forme une base de R" et tout X € R" peut s'écrire comme une combinaison
linéaire des vecteurs de cette base.
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BN

Base canonique de
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalaire

Plan détaillé

Interprétation géométrique

Application linéaire
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application i

Produit scalaire

Définition
Soient X, 1) un vecteur de R” et A, .

Le produit AX est un vecteur de R™ dont chacune des
coordonnées est une combinaison linéaire des coordonnées de X.

Par exemple L2 ) = o+ 21
pie, 3 4 ) o 311 + 4o
Ainsi, on appelle application linéaire la transformation f qui a X

fait correspondre Y = AX :

fi RP = R™
X — f(X)=AX
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Applicat:i

Produit scalaire

Propriétés des applications linéaires

> f(Xl —I-Xg) :f(Xl) +f(X2) = A(X1 +X2) =
AX |+ AX,

> F(AXy) = M (X1) & A (AX;) = MAX;
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BN

Base canonique de
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalaire

Plan détaillé

Interprétation géométrique

Produit scalaire
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Base canonique de R"
Application i
Produit scalaire

Interprétation géométrique

Définition dans R?

On appelle produit scalaire canonique de deux vecteurs ¥ et i de
R?, le nombre réel noté (Z|7j) ou (' | i) ou Z.ij et défini par :

.Y = 11y1 + 292

T . ,
avec X = < xl > etY = ( Zl ) les matrices de coordonnées
2 2

des vecteurs 7 et .

En notation matricielle, le produit scalaire s'écrira :

ry=XTy

Algebre li e - Remise a niveau - page 54/85
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Base canoniqu
Interprétation géométrique Application

Produit scalaire

Généralisation a R"

Le produit scalaire de deux vecteurs de coordonnées
X = {l‘i}lgign et Y = {yi}lgign dans R™ est défini par :

7y=XT'Y=(1 2)<i>:1><3—|—2><4:11
4
5 | =4+10+18 =32
6
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Interprétation géométrique

Norme (ou longueur) d'un vecteur dans R”"

La norme d'un vecteur ¥ de R", de coordonnées X = {z; }1<i<n,
est définie par :

> ||Z]| = 0et || =07 =0
> |IAZ]] = [A] [|Z]]
>z + gl < [I1Z]] + (|9l

On dira qu’un vecteur est normé s'il est de norme égale a 1.
On peut construire un tel vecteur comme suit :

i=-— Vi#0ecR"
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application linéaire

Produit scalaire

Interprétation géométrique

Quels que les soient les vecteurs Z et § de R™, I'angle qu’ils
forment entre eux est I'angle o tel que 0 < a < 7 et :

.y - =
cosa = ————— & .7 = || Z]] || §]| cos
12| {151l

-
P

I
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Base canonique de R"
Interprétation géométrique Application

Produit scalaire

Orthogonalité

Deux vecteurs T et if de R™ sont orthogonaux si I'angle qu'ils
forment vaut £7.

Ainsi, deux vecteurs de R™ seront orthogonaux si Z.j = 0 <
X7y =o.

Exemples :

1 1 ,
Les vecteurs e; = ( 0 ) et eg = < 0 > sont normés et

orthogonaux. La base {e1, ez} est dite orthonormée.

Les vecteurs X = ( 1 ) et Y = < _11 > sont orthogonaux.
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Table des matieres

Vers la diagonalisation
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Plan détaillé

Vers la diagonalisation
Changement de base
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Exemple

L , z
Soit Z de coordonnées X = < ! )

2
. 1 0 9
dans la base canonique e; = 0 )e2=1{, de R- :
X = 11€e1 + €2

Une rotation des axes d'un angle 7 définit une nouvelle base
orthonormée dont les vecteurs ont pour coordonnées

w= (e )= (e )
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Exemple : visualisation

y b
7
i S
/ \\\
L. x
i Ny
A o FaRREEEEEL ,

AN / 7
RS BErS R
=l Y
Uy E // i

4 z 1
= - » T
/N .
/ N = . X1
N €1,

T T

Y1 N COSZ _COSZ
= i, =

N oz .

: sin — sin —

4 4
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres
Diagonalisation

Vers la diagonalisation

Exemple (suite)

On peut alors étalibr des relations entre les vecteurs de la base
canonique (€, €2) et les vecteurs de la nouvelle base (i3, i) :

e +e

u]; — U
u = —- e = —
V2 V2
~
€y — e u; + ug
Uy = ——

R G

Dans cette nouvelle base {u;, us}, les

nouvelles coordonnées de 7
sont alors :
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Exemple (suite)

Relations entre (€1, €2) et (11, U2)

cos T
u; = #):
<51n4 <
e L
_f —cosT \ _ — 7 R A S T A 0
we ()= (T )=w () =w[(6)+ (8
u2:7e2—e1 1
et

e1 + ex = V2uy N 2e; = v/2(uy +uy) par somme
—e1 + ey = v2uy 2e; = v/2(uy —uy) par soustraction

e; = u; —us
=
€y = u 2

H
o

S

S. Charles (sandrine.charles@univ-1lyonl.fr) Algebre linéaire - Remise a niveau - page 64/85


sandrine.charles@univ-lyon1.fr

Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Exemple : visualisation (suite)

Par Pythagore : Par Pythagore :
A
lloAll = lloB|| = 1 1 [loA] = |loB|| =1
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Matrice de passage

Soit X = {z; }1<i<n un vecteur de R".
Ses coordonnées dans une autre base, qui n'est pas nécessairement
orthonormée, Y = {y; }1<i<n, Vérifient :

X =PY

avec P la matrice de passage de |'ancienne vers la nouvelle base,
telle que sa ¢ colonne contient les coordonnées du ¢ nouveau
vecteur de la base dans |'ancienne base.

P est une matrice carrée dont les colonnes sont linéairement
indépendantes, donc P est inversible et :

Y =P 'X
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Retour a I'exemple

D’apres les coordonnées des vecteurs (uj, uz) dans la base
(e1,e2), on a:

- (4 U)o (i )

.. , I .
Ainsi, les coordonnées X = < > deviennent :
T

vere (8 VR (2)- ()
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Plan détaillé

Vers la diagonalisation

Valeurs et vecteurs propres
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Définitions
Soit A une matrice carrée de dimension n.

On appelle vecteur propre de A tout vecteur X # 0 tel qu'il existe
un réel \ qui vérifie :

AX =AX & (A - A)X =0

On appelle alors A la valeur propre associée a X.

L'équation (A — A\I) X = 0 admet des solutions X # 0 si et
seulement si
det (A —AI) =0

ce qui définit un polynéme de degré n en A qu’on appelle
I'équation caractéristique.
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Exemple

-3 -1
» L'équation caractéristique s'écrit A2 — 3\ + 2 = 0. Elle se
factorise en (A —1)(A —2) =0.
Les valeurs propres sont donc A\ =1 et Ay = 2.

4 2
Trouver les valeurs et vecteurs propres de A = < >

V2
AV = )1V, ce qui conduit a la relation 3v; + 2v = 0 et on

> Soit V= ! ) le vecteur propre associé a Ay ; il vérifie

-2
peut prendre par exemple V = ( 3 >

wy
wo
a Ao il vérifie AW = Ao W, ce qui conduit a la relation

» De méme, si on note W = le vecteur propre associé

1
wp + we = 0 et on peut prendre par exemple W = ( q >
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Relations avec tr(A) et det(A)
Soit A = ( a2 )
az1 a2
A partir de det (A — AI) = 0, I'équation caractéristique s'écrit

A — (a1 4 ag2) A + a11a99 — a2a2; = 0
S A —tr(A)X+det (A) =0

Supposons que A admette deux valeurs propres A1 et Ao. Alors,
I'’équation caractéristique se factorise :

A=A A=X) =02 X2 =AM +X) A+ =0

tr (A) = A+ A

On en déduit que
det (A) = )\1/\2
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Plan détaillé

Vers la diagonalisation

Diagonalisation
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Définition
Une matrice carrée A est dite diagonalisable s'il existe une matrice
carrée P inversible et une matrice diagonale D telles que :

D=P AP

Les coefficients de D sont les valeurs propres de A et les colonnes
de P sont les vecteurs propres associés.

Retour a I'exemple :

(3 1) m-(1 )

P_lAP:<§ ;)<—43 —21><_32 —11>
eare(13)(34)-(02)- (3 2)
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Propriétés

D=P 'AP < A =PDP!

La matrice P s'interpréte comme la matrice de passage de la
base canonique dans la base formée par les vecteurs propres.

D =P 'AP = tr (D) = tr (A)
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Changement de base
Valeurs et vecteurs propres

Vers la diagonalisation Diagonalisation

Puissance n'*™¢ d'une matrice carrée

D=P 'AP=D"=P 'A"P

On en déduit que :
> les valeurs propres de A" sont les puissances n'®™¢ de celles
de A ;
> les vecteurs propres de A" sont les vecteurs propres de A ;

» A" =PD"P~!, ce qui fournit un moyen de calculer A™.
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Pour aller plus loin

1. Calcul de la matrice de variance-covariance

2. Régression linéaire gaussienne et estimateur des moindres
carrés



Calcul de la matrice de variance-covariance (1)

Supposons que I'on possede un échantillon de taille n pour deux
variables X7 et X5.

i1 212
. T21 22 ) )
Soit X = i ) la matrice des observations.
Inl  Tn2

n 2 n
> i1 > T Tio
i=1 i=1

Alors XTX = J= no
D TTi2 Y T
i=1 i=1
Posons
Z Tl . Z Ti1
B=| ! ot et E = :
> Ti2 S T2 1 1
i=1 i=1



Calcul de la matrice de variance-covariance (2)

On peut alors montrer que
B =XTE et que

n 2 n n
<Z x“) Z 12 T << T
BX = | V= I O e ¢

n n n

DTy Tio <E Tio

=1 =1 i=1
avec X = ( %; )

On montre finalement que la matrice de variance-coriance s'écrit :

1 _
xT'x - " 1XXT

n—1 n —

Y=




Matrice de corrélation

Si on définit les variables centrées réduites a partir de X; et X5

comme suit : _ _
r11—X1 z12—Xo
SXL SXL
21 —X1 220—X2
-Y — SXI SX2

Zp1—X1  zpe—Xo
sx, 5x,

Alors la matrice de corrélation s'écrit :

1

YTy
n—1

Q:




Exemple d'application

Considérons un échantillon de mesures de pression systolique et
diastolique chez 10 patients®. Soit

xT _ 174 178 182 178 182 162 158 162 154 170
N 8 94 98 106 90 86 94 74 86 86

la matrice transposée des observations.
X1 =170 et X5 = 90.
Alors

5 _ ( 106.67 46.22
T\ 4622 74.67

> Matrice des variances-covariances

1 0.518 . P
Q= ( 0.518 1 > Matrice des corrélations

1. https://fr.wikipedia.org/wiki/Pression_artérielle


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pression_art�rielle

Régression linéaire gaussienne

Soit un échantillon {(z;, yi) }1<i<n d'observations telles que les z;
sont contrdlées et les y; a expliquer a partir des x;.
Sous I'hypothése d'un modele linéaire gaussien simple, on a :

M:y, =a+ bx; +¢; avec siNN(O,oz)

En notation matricielle, on écrira :

Y=XO+E
Y1 1 = €1
Y2 1 < a ) €9
& = p | T



Estimateur des moindres carrés (1)
Des estimations a et b des parametres s'obtiennent par
minimisation de la somme des carrés des écarts définie comme

suit :
n

SCE = Z (y1 — a — ba;)?

=1

Le minimum s'obtient a partir du systéme suivant :

6SCE:0 na—l—i)zn:xi—zn:xi
oa PN =1 =1

0SCE

n n n
Top 0 |edmtb)y el =)
i=1 i=1 =1

Ce qui conduit aux expressions :

N Sy
b="2

Y et a=7— b7
Sl’

avec Sy, la covariance des (z;, y;) et s2 la variance des ;.



Estimateur des moindres carrés (2)
En notation matricielle, on obtient :
6= (X"X)"'x"Y
var <é) =02 (XTX)_l

1

Y=X0&eY=XX"X)"X"Y<Y=HY

avec H la “matrice chapeau” ou matrice de projection.
E=Y-XO0<E=(I-H)O
var (E) = 0% (I-H)

A I'aide du produit scalaire, on peut établir que ETY =0,
c'est-a-dire que les résidus sont indépendants des valeurs prédites,
ce qui justifie I'utilisation du graphe “résidus vs valeurs prédites”.



Décomposition de la variabilité

La variation totale des y; peut se décomposer en la somme de la
variation expliquée par le modéle + la variation résiduelle :

n n
ISP WS SL
1=1 i=1

En notation matricielle, on obtient :
» Variation totale = YTY
> Variation expliquée = YTY = (X@) TX@ —O0TXTX0O
» Variation résiduelle = Variation totale - Variation expliquée

_ Variation résiduelle

s est une estmation de o2.

La quantité s>



Exemple d'application
Retour aux pressions systolique et diastolique (en supposant cette

derniére controlée).

xT _ 174 178 182 178 182 162 158 162 154 170
L8 94 98 106 90 86 94 T4 86 86

T T T T T T
75 80 85 % 95 100 105 160 165 170 175 180

Pression diastolique Valeurs prédites
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