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1 Espaces vectoriels

Définition

On appelle espace vectoriel un ensemble E d’ éléments, appel és vecteurs, sur lesquels on peut
définir deux lois de composition.

(a) Uneloi de composition interne: I’ addition notée + qui vérifie:

al. VX,y,Ze E : (X+V)+Z2=%X+(y+2) (associativité)

a2. VX,ye E : X+y=y+X (commutativité)

a3. 30 E tel que VXe E, x+0=% : 0 est dément neutrede E.

ad. VXe E, IX e E tel que X+ X =0 : X est|'éément opposé de X.

(b) Uneloi de composition externe : lamultiplication par un scalaire, notée x, qui vérifie:
bl. VA, ue R, VXe E 1 Ax(uxX)=(Axu)xX

b2. VA, ue R, YXE E 1 (A+u)XX=AXX+uxx

b3. VAER, VX V€ E : AX(X+Y)=AxX+AXY

bd. VXe E : IxX =X

Proposition
Pour tout A€ R et pour tout Xe E,ona:

() A0=0et0x=0
(i) Ax=0={1=00ux=0

(iii)  (=4)X=A(-X)=—(AX) : on peut donc écrire —AX.

2 Sous-espaces vectoriels

Définition
Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemble de E (F Cc E). F est un sous-espace
vectoriel de E s F est lui-méme un espace vectoriel pour les lois d'addition et de

multiplication par un scalaire définies sur E.
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Théoreme
Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemble de E (F < E). On dit que F est un sous-
espace vectoriel deE s et seulement s :

(i) Festnonvide: F #J

(i) V(X,¥)e FxF ,alorsx+ye F : F est stable pour I addition

(i) VXe F, VAe R, dors AXe F : F est stable pour lamultiplication par un scalaire

Corollaire
Soit E un espace vectoriel et F un sous-ensemblede E (F c E). Si F vérifie les propriétés (i)
et (i) suivantes, alors F est un sous-espace vectoriel de E :

() F est non vide

(i) V(X Yy)e FxF, V(4,u)eR? dors AX+uyeF

3 Combinaisons linéaires, genérateurs

Définitions

Soit {d,,...,T,] une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. Tout vecteur de E de la
P

forme al +...+a,, =Z%Ui ol les a € R est appelé combinaison linéaire des vecteurs
i=1

u,i=Lp.

L’ensemble de toutes ces combinaisons linéaires que I’on désigne par vect(Ul,...,Up) est

appel é sous-espace vectoriel engendré par lesvecteurs 4., i =1, p.

Proposition
Soit E un espace vectoriel. On dit que les G,,...,0U, engendrent E ou que les vecteurs [,

i =1, p forment une famille génératricedeE s :

E:vect(Ul,...,Up)
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4 Deépendance et indépendance linéaire

4.1 Famille libre et famille liée

Définition 1 ;

Soit {ul,...,ap} une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E. On dit que cette famille est

libre si et seulement si @ Al +...+ 4,0, :f):Ml:...:/%p =0. On dit aors que les vecteurs
G, =1 p, sontlinéairement indépendants.

Définition 2 :

Une famille qui n’est pas libre est dite liée ; les vecteurs U, , i =1, p, sont alors linéairement

dépendantsou liés.

4.2 Combinaisons linéaires et dépendance linéaire

Proposition

Une famille {Ul,...,ﬂp} est liée si et seulement si I’un au moins des vecteurs S ecrit comme

une combinaison linéaire des autres vecteurs de lafamille.

5 Somme et somme directe

Voir site web.

6 Base et dimension d'un espace vectoriel

6.1 Définitions

Définition 1
Une famille de vecteurs {Ul,...,Up} d'un espace vectoriel E est une base de E si les deux
conditions suivantes sont vérifiées:

(1) Lesvecteurs G, i =1, p, sont linéairement indépendants : Lafamille {G,..., G, } estlibre.

(2) Lesvecteurs G, i =1, p, engendrent E : Lafamille {,...,d,} est génératrice.
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Définition 2
Une famille de vecteurs {dj,...,0,} est une base de I'espace vectoriel E s tout Xe E peut

S écrire de maniére unique comme une combinaison linéaire des G, .

Théoréme 1
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors toute base de E a le méme nombre

d’ ééments.

Théoréme 2

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, il existe toujours des bases.

Proposition
Soit {d,,..., U, } unebasedeE. Alors:

3l(a,...,a,)e R tel que Y<=Zp:6\0i

i=1

Les réels (al,...,ap) sont appelées les coordonnées (on dit aussi composantes) de X

relativement a la base {d,,...,d, }

Définition
{&.&,,&] forment une base de R®. Cette base est dite canonique.

En générdisant & R®, I'ensemble des vecteurs {8,6,,...,6,} tels que & a toutes ses

composantes nulles sauf en i*™ position ol elle est égale & 1 forme la base canonique de R°.

Corollaire (desthéorémes 1 et 2)

Dans un espace vectoriel de dimensionp :

- Toute famille de plus de p éléments est liée.

- Toute famille de moins de p éléments ne peut étre génératrice.
- Toute famille libre de p éléments forme une base.

- Toute famille génératrice de p é éments forme une base.
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Définition

Danslecasgénéra,ona dimR’ = p.

6.2 Dimension et sous-espace

Théoréme
Soit F un sous-espace vectoriel de |’ espace vectoriel E de dimension n. Alors dim(F)<n.

En particulier si dim(F ) =n, aors nécessairement F =E.
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