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1 Généralités

Définition

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R et f une application de E dans F. On dit que f est
une application linéaire s et seulement s I'image d'une combinaison linéaire est la
combinaison linéaire des images.

Autrement dit: VX, ye E et VA, ue R, f(AX+uy)=Af (X)+uf(y)

Et plus généralement :

V¥,... %€ E, VA,...A eR, f(AX+..+A4X)=AT(%)+...+4,f(X)

Théoréme
Soient E et F deux espaces vectoriels sur R et f une application de E dans F. f est une

application linéaire si et seulement s :
0] VX, ye E, f(X+y)="f(X)+f(y)
)

(i) VXeE,VAeR, f(ix)=Af (X

Définition

On appelle application identité Id. : E— E, I'application telle que Vie E, Id. (U)=0 ;

C’ est une application linéaire.

2 Image et noyau d'une application linéaire

Proposition 1
Soit f: E — F une application linéaire. L’ ensemble desimages des éiéments de E, f (E), est

un sous-espace vectoriel de F appeléimage del’application linéairef et noté Im f .

Velmf < 3le E/V=f(0)

Proposition 2
Soit f : E — F une application linéaire. Alors f (E)=Im f est un espace-vectoriel.
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Proposition 3
Soit f: E — F. L’ensemble défini par ker f ={te E/ f (G)=0} est un sous-espace vectoriel

de E appelé noyau de |’ application linéairef. (ker = kernel qui veut dire noyau en anglais).

3 Image d'une famille de vecteurs

3.1 Injectivité

Définition 1
Une application f: E — F est dite injective si des éléments distincts de E ont des images

distinctes: G#0' = f(U)#= f(0') & f(0)=f(0')=0=0 (contraposition).

Proposition 1
Soit fe L(E,F),festinjectivesi et seulement si ker f ={0] .

3.2 Surjectivité

Définition 2
Soit fe L(E,F),festsurjectivesi tout vecteur Vv de F possede au moins un antécédent par

fdansE: Ve F,3de E/ f (0)=V.

Proposition 2

f est surjectivesi et seulementsi Imf = f (E)=F .

3.3 Bijectivité

Proposition 3
Soit felL (E,F), f est dite bijective si et seulement s elle est a la fois injective et

surjective.
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Théoréme de la dimension

Soient E et F deux espaces vectoriels et E de dimension finie et soit f une application linéaire

de L (E,F),onadors: dim(E)=dim(Imf)+dim(ker f)[=rg f +dim(ker f)].

Proposition 4
fe L(E,F) bijective = dim(E)=dim(F).

Définitions (voir I ntroduction)

* Une application linéaire f € L (E,E) est appelée endomor phisme.
* Une application linéaire bijectivede L (E,F) est appelée isomor phisme.
* Une application linéaire bijective de L_(E, E) est un automor phisme ou endomorphisme

bijectif.

4 Opérations sur les applications linéaires

Proposition

L (E,F) muni des deux lois suivantes:
- vf,ge L(E,F), f+ge L (E,F) (loi decomposition interne)
- vfe L(EF), VAeR, Af e L(E,F) (loi decomposition externe)

est un espace vectoriel.

Définition

Soient E, F, G, trois espaces vectoriels, soient fe L (E,F) et ge L (F,G). On définit la
composition de deux applications linéaires f et g notée go f comme I’ application he L(E,G)
qui 2T € Eassocie g( f (1)) :

h:E—>F 225G
i > () g(f(a))=h(a)
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Théoréme
fo(gl+gz)=(f Ogl)+(f ng)
(fi+f)eg=(fog)+(f,00)

A(feog)=(Af)eog="fo(Ag)

5 Réciprogue d'une application linéaire bijective

Définition
On appelle application réciproque de f, notée f, I’application qui a V associe U ; ¢'est

une application linéaire: f e L(F,E).

Propriété
fof™=Id. et f*of=1Id.,cequi peut auss setraduire comme sit :
fof™ F —/——» E —5 F

flof: E — 5 F 5 E

6 Projecteurs et involutions

6.1 Projections et projecteurs

Définition 1
Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Alors F®G=E et on appelle

projection sur F parallelement a G, I’endomorphisme p;.  tel que:

(i) VXeF,dors p.¢(X)=X ; LesélémentsdeF restent invariants par p; .

(i) VvyeG,dors p..(y)=0.

Définition 2
e Unendomorphismef de E est dit idempotent lorsque fof =f.

e On appelle projecteur de E tout endomorphisme idempotent de E.
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Proposition
Soit p un projecteur de E. Alors Im p:{ie E/p()?): Y(} Imp est I'ensemble de tous les

éléments de E invariant par p.

Propriétés

(i) Soit pun projecteur deE. Alors ker p@Imp=E.

(i) S p est un projecteur de E, aors nécessairement p est la projection sur Imp
parallélement & ker p.

(iii)Soit p un endomorphisme de E. Id. — p, avec Id. I'application identité de E, est un
projecteur si et seulement si p est un projecteur.

(iv)Si p est un projecteur de E, dors ker(1d. — p)=Imp et Im(ld. - p)=ker p.

Définition

Si p est un projecteur de E, alorson dit que p et 1d. — p sont des projecteur s associés.

6.2 Symétries et involutions

Définition 1
Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Alors F®@G=E et on appelle

symétrie par rapport a F parallelement a G, I’endomorphisme s. ; tel que:
(iii) VXeF,dorss. ;(X)=X ; LesélémentsdeF restent invariantspar s .

(iv) VyeG,dors s (Y)=-Y ; Leséémentsde G sont changés en leur opposé par s; ;.

Définition 2

Un endomorphisme s de E est une involution lingaire lorsque ses=1d;.

Propriété
Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires dans E. Les endomorphismes s ; €t pe g

sont liéspar larelation s.  =2p. , —1d;.
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