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1 Deéefinitions

Définitions 1
Un tableau rectangulaire de la forme ci-dessous est appelé matrice.

p colonnes
&, &, - alp
S
Ay &y v Ay
n lignes

L’elément g, € R delamatrice setrouve al’intersection delai®™ligne et delaj*™ colonne.
Lamatrice A s écrit également sous laforme A =[a; | aveci=1net j=1p.

Une matrice ayant n lignes et p colonnes est appelée matrice (n, p) ou nx p.

Lecouple (n, p) est appelé dimension de la matrice.

Une matrice de dimension (n,1) est une matrice colonne.

Une matrice de dimension (1, p) est une matriceligne.

Définitions 2
Soient B'={§&&,,...,&} labase canonique de R" et B={8,§,,...,&,] labase canonique de

RP . Soit A :[aﬁ] une matrice de dimension (n, p). Alors:

n
e =Zakjé: est le j-ieme vecteur colonne extrait de A ; ¢’ est un vecteur de R" dont les
k=1
coordonnées sont (a,;,ay;,...,a, )

_ p
o / =Za1.héh est le i-ieme vecteur ligne extrait de A ; c'est un vecteur de R dont les
h=1

coordonnées sont (a,,a,,,...,a, ) -
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2 QOpérations sur les matrices

2.1 Addition de deux matrices

Définition
Soient deux matrices A = [aij] et B= [qj] toutes deux de dimension (n, p) ;

On additionne terme a terme pour obtenir : A+B = [aﬁ +h; } dedimension (n, p).

Propriétés
Soient A, B et C trois matrices de dimension (n, p) et 0 lamatrice (n, p) dont les éléments

sont tous égaux a 0.

0 (A+B)+C=A+(B+C) (associ ativité)
(i) A+0=A (élément neutre)
(iii) A+(-A)=0 (opposé)

(v A+B=B+A (commutativité)

2.2 Multiplication d'une matrice par un scalaire

Définition
Soient A:[a”.] une matrice de dimension (n,p) et A€ R. On définit la matrice 1A

comme matrice dont tous |es coefficients sont multipliéspar 4 : AA = [ﬂa” ] :

AA est aussi dedimension (n, p).

Propriétés

Soient A et B deux matrices de dimension (n, p) et A, u deux réels.

(i) A(A+B)=4AA+/1B

(i)  (A+u)A=AA+uA

(iii)  (Au)A=A(uA)

(iv) 1xA=A et 0xA=0 (ne pas confondre O scalaire et 0 matrice)
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2.3 Multiplication de matrices

Définition
Soient A =[a,] une matrice (n,p) et B=|k | une matrice (p,q) le produit des deux

matrices C = AB apour dimension (n,q) et s écrit :

C:[c”.] avec ¢, =Y a,b;, pour i=Lnet j=1q

p
k=1

M oyen mnémotechnique

b b

12

b‘n

o

r
’;-’:'11 + ‘;'?12';"?21 aubu + aubzz

thy

Qllbll + lebﬂ allbll + azzbzz

Propriétés

Soient A(n, p), B(p,q), C(a,s), D(p.q) et E(q,n) :

(i) (AB)C=A(BC) — associativité [matrice de dimension (n,s)]

(i) A(B+D)=AB+AD — distributivité & gauche [matrice de dimension (n,q)]
(i) (B+D)E=BE+DE — distributivité a droite [matrice de dimension ( p,n)]
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2.4 Transposition de matrice

Définition
&, a, - aip
. A A Gy . p p , t .
Soit A=| . - .~ |, lamatrice transposée de A notée A" ou "A est la matrice
Gy G Gy
&, & v 8y
obtenue en écrivant leslignes de A en colonnes : ‘A = 8:12 a:zz a?z
aip azp apn

Si A apour dimension (n, p) alors ‘A apour dimension (p,n).

Propriétés
Soient A(n, p), B(n,p), C(p,q) trois matrices et soit A€ R :

3 Matrices carrées, matrices élémentaires

3.1 Matrices carrées

Définition

Une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes est appelée matrice

carrée. Si elleapour dimension (n,n), ondit alorsqu’elleest d’ordren.
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3.2 Matrices diagonales

Définition 1
On appelle diagonale (ou diagonale principale) d’ une matrice carrée d’ ordre n, les éléments

a,,ay,...,a, delamatrice.

Définition 2
Une matrice carrée D = [d” ] est dite diagonale si tous ses €léments non diagonaux sont nuls.

Une telle matrice est fréqguemment notée D =diag(d,;,d,,....,d,,) ol certains ou tous les

7 nn

scalaires d; peuvent étre égaux a zéro.

3.3 Matrice ldentité

Définition
Une matrice carrée d ordre n ne comportant que des 1 sur la diagonale principale et des 0

partout ailleurs, est notée |, et est appelée matrice unité ou matrice identité.

Propriété 1
Quelle que soit A(n, p) Al =1 A=A

p n

Propriété 2
La matrice Al , pour tout A€ R, est appelée matrice scalaire. C'est la matrice diagonale

dont les éléments diagonaux sont tous égaux a A .

3.4 Matrices Inversibles

Définition
Une matrice carrée A, d’ordre n, est dite inversible ou non singuliére, s'il existe une matrice

carrée B d'ordre n telle que AB=BA =1_, Une telle matrice B est unique, d’ordre n; on

I’ appelle matriceinversede A et onlanote A™.
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3.5 Matrices symétriques

Définition
Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si ‘A=A . Autrement dit si Vi # j,

& = Q.

3.6 Matrices triangulaires

Définition
Une matrice triangulaire est une matrice carrée dont les éléments au-dessous (ou au-dessus)

de la diagonale principale sont tous nuls.

3.7 Matrices orthogonales

Définition

Une matrice carrée d ordre n est dite orthogonalesi A‘A ='AA =1

Propriété
Si A est une matrice orthogonale, alorselle est inversibleset A™ ="A..

3.8 Matrices normales

Définition
Une matrice carrée d' ordre n est dite normale s A'A ="'AA, autrement dit S A et sa

transposée 'A commutent.

4 Déterminant d’'une matrice carree
4.1 Formes multilinéaires alternées
4.2 Déterminant d'un systéme de vecteurs

4.3 Déterminant d'une matrice carrée

Soit A une matrice carrée d ordre n. Soit A = [aﬁ ] Chaqgue colonne de A peut aors étre

considérée comme un vecteur de R" :
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A=[V, 1V, .. V,]avecV =(a;,a,,..,a,) pour j=1n
Ainsi, la définition de la notion de déterminant d’ une matrice carrée est étroitement liée a la
définition du déterminant d’ un systéme de vecteurs :

det(A)=det(V,V,,...,V,)

a; ... a,

Onnotealors det(A)=|: . i |, eton parlededéterminant d ordren.
8y - Ay

4.3.1 Déterminant d'une matrice carrée dordre 2

Définition

Soit A = ac .AIorsdet(A)=a C=a><d—b><c.
b d b d

Moyen mnémotechnique

4.32 Déterminant d'une matrice carrée dordre 3

433 Généralisation : Déterminant dordre n

Méthode des cofacteurs

L’astuce consiste a se ramener a des déterminants d’ordre inférieur jusqu’'a obtenir des

déterminants d’ ordre 2. Pour cela, on développe le déterminant par rapport a une ligne ou une

colonne.
&, @, - Q

Soit A = a:21 3:22 af” un déterminant d’ ordre n.
Gy & Ay

A= Zaj X;; » développement par rapport alalignei

j=1
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A= Z; a; X;; , développement par rapport ala colonne |

ol X, estlecofacteur del'dément a, : X, =(-1)"" A,

i ij
A; estlemineur de a; c'est-a-direle déterminant d’ordre (n—1) extrait de A en enlevant la

i*™ ligne et 1aj*™ colonne.

Application :
A=a, X, +a,X,+...+a,X,, (lignel)

A=a, X, +a, X, +...+a, X, (colonne 1)

Gz o Byp By o By
Xp=+Ay=| 1 " Xp=-Ap=|i "

a a a

b2 o B a

e Ay
Remarque: La répartition des signes a prendre devant les mineurs (—1)i+j , est alternée a

partir du signe + pour I’ éément a,, . Par exemple, pour un déterminant d ordre 5 :

+ - + - +
- + - + -
+ - + - +
- + - + -
+ - + - +

Application au déterminant d’ ordre 3

a b q
A=la, b, ¢
a, b g

A=a X, +a,X, +a,X, (colonnel)

A=aA,; -a,A, + a3A31

b ¢ b ¢
b, ¢ b ¢

A=a,(be-be,)-a,(be -be)+a(he, —ba)

—&

e S g
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Propositions

a)

f)

9)

h)

— Si A auneligne (ou une colonne) de zéros alors det(A)=0
— Si A adeux lignes (ou deux colonnes) identiques alors det(A) =0

Si on échange deux lignes (deux colonnes) d'un déterminant alorson obtient —det(A)

On ne modifie pas un déterminant s on goute a une ligne (resp. une colonne) une
combinaison linéaire des autres lignes (resp. des autres colonnes) :
Si on multiplie une ligne (resp. une colonne) d’ un déterminant par un scalaire A4, aorsle

déterminant est lui-méme multiplié par A .

S A= [a,.j ] est une matrice triangulaire d’ ordre n alors det A = l_la1i (produit des termes

i=1
diagonaux). Il en résulte que det(1)=1.
det(AB)=det(A)det(B) — det(A")=[det(A)]". Le déterminant est une fonction
multiplicative.
det(‘A)=det(A)

1
~ det(A)

det(A™)

det(AA)=A"det(A)

4.4 Deéterminant et volume

5

Inversion de matrices

5.1 Matrice adjointe

Définition

Considéerons une matrice carrée A d’ordre n, lamatrice des cofacteurs X;; des éléments g; de

A notée adjA est appelée matrice adjointe de A ou co-matricedeA.

adjA = comA =[ X, ]=[ (-1)” 4, |
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5.2 Théorémes

Théoréme 1
Soit A une matrice carrée d’ ordre n. Alors A est une matrice inversible s et seulement si
det(A)=0.

Théoreme 2

Soit A une matrice carrée quelconque d’ ordre n. Alors::

Ax'(adiA)="(adjA)xA =det(A)xI, ou |, estlamatriceidentité d ordren.

Théoréme 3

Soit A une matrice carrée quelconque d ordren. Si det(A)#0, alorsA estinversibleet :

‘(adjA)

5.3 Cas d'une matrice d'ordre 2

b
Soit A=(: CJ . On sait que A | = det(A) = (ac-bd).
c -d c b
LamatriceadjointedeAestade:( b aJ AT ;( j

“(ac—bd)|-d a

5.4 Cas d'une matrice d'ordre 3

5.5 Cas particulier : inverse d'une matrice diagonale

Définition
Si A =diag[a, ] est une matrice diagonaleinversibled ordren:

(i) det(A):ﬁqi¢0:>Vi:ln a; #0

(i) Al= diag{i}
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