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Introduction

Historiguement ¢’ est Cayley, parallélement aux travaux de Grassmann, qui dégage la notion

d'espace vectoriel de dimension n, et introduit, avec Sylvester, la notion de matrice (le terme

sera introduit par ce dernier en 1850) et en expose I'usage en faisant emploi des déterminants
(dont I'initiateur fut Cauchy) dans une théorie plus large dite des invariants (1858) : on
entend la des propriétés matricielles invariantes par transformation linéaire comme, par

exemple, le déterminant et latrace (somme des éléments diagonaux).

1 Deéfinitions

Définition 1
Un tableau rectangulaire de laforme ci-dessous est appelé matrice.

p colonnes
a; 8, - G,
A
Ay Gy ot Gy
n lignes

L’élément g, € R delamatrice setrouve al’intersection delai®™ligne et delaj*™ colonne.
Lamatrice A s écrit également sous laforme A =[ g | aveci=1net j=1p.

Une matrice ayant n lignes et p colonnes est appelée matrice (n, p) ou nx p.

Définition 2

Lecouple (n, p) est appelé dimension de la matrice.

Définitions 3

Une matrice de dimension (n,1) est une matrice colonne.

Une matrice de dimension (1, p) est une matriceligne.

Notation : L’ ensemble des matrices de dimension (n, p) est noté |M, _ (R)|.
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2 3
A=|4 2 A apour dimension (3,2) a,=3 a, =1
10

Définition 4
Soient B'={§&,,...,&} labase canonique de R" et B={8,§,,...,&,] labase canonique de

RP . Soit A :[a”] une matrice de dimension (n, p). Alors:

e € =) a& estlej-iéme vecteur colonne extrait de A ; ¢'est un vecteur de R" dont les
k=1

coordonnées sont (a,;,a,;,...,a, )
_ p
o / =Zaméh est le i-ieme vecteur ligne extrait de A ; c'est un vecteur de R dont les
h=1

coordonnées sont (a,,a,,,...,a, ) -

2 3
A=|4 2| B'={€,&,&} basede R®* B={&,8] basede R*.
10

C,=26+4&+€  C,=3E+2§
?1:291+3% 62:4é1+2é2 l;=§

2 Operations sur les matrices

2.1 Addition de deux matrices

Définition
Soient deux matrices A = [aij} et B= [qj] toutes deux de dimension (n, p) ;

On additionne terme a terme pour obtenir : A+B = [aﬂ +h; } dedimension (n, p).
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2 3

1 2

Soient A={4 2|etB=|0 1]|.Caculer A+B.Réponse.

10

1 4

Propriétés

Soient A, B et C trois matrices de dimension (n, p) et 0 la matrice (n, p) dont les éléments

sont tous égaux aOo.

0 (A+B)+C=A+(B+C) (associ ativité)

(i) A+0=A
(iii)) A+(-A)=0

(ivy A+B=B+A

(élément neutre)
(oppose)

(commutativité)

Remarque:

—A= [_aﬁ}

. a b -a -b
Par exemple, s A = ,aors —A = .
c d -c —d

2.2 Multiplication d'une matrice par un scalaire

Définition

Soient A =|a; | une matrice de dimension (n,p) et A€ R. On définit la matrice 1A

comme matrice dont tous les coefficients sont multipliéspar 4 : AA = [/la” ] .

AA est aussi dedimension (n, p).

Exemple 2

2 3

Soient A=|4 2| et A=3.Cadculer AA . Réponse.

Remarque:

10

-A :(—1)A
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Propriétés

Soient A et B deux matrices de dimension (n, p) et A, u deux réels.

(i) A(A+B)=4AA+/B

(i)  (A+u)A=AA+uA

(iii)  (Au)A=A(uA)

(iv) 1xA=A et OxA=0 (ne pas confondre O scalaire et O matrice)

Conséguence

Compte tenu des propriétés ci-dessus, I’ ensemble des matrices de dimension (n, p), muni des

deux lois précédemment définies, est un espace vectoriel.

2.3 Multiplication de matrices

Définition
Soient A =[a,] une matrice (n,p) et B:[hd une matrice (p,q) le produit des deux

matrices C = AB apour dimension (n,q) et s écrit :

C=[c | avecc =) ab,,pouri=1Lnet j=1q

p
k=1

Remarque
Le produit AB n’est donc possible que si e nombre de colonnes de A est égal au nombre de

lignesde B (p).

Application au cas de deux matrices (2,2)

A:(an an]etB:[bu blzj
a21 a22 bZl b22

Cz[é\u auj(bn blzj Soitcz(anblﬁalzbn a11b12+alzbzzj
B 8p)\by By By 800y By, + 80,
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M oyen mnémotechnigque

b b

12

b‘n

o

r
+ ‘;'?12';"?21 aubu + aubzz

anbn + azzbn ‘331;-:’13 + azzbzz

2 1 -4 2
SoientA:(1 4jetB:(o 2J.CalculerAB. Réponse.

Remarques
En général, la multiplication de deux matrices n’ est pas commutative :
e Si AB existe, BA n’existe pas forcément.

e S BA existe, alorsgénéralement AB # BA .

Exemple 3 (suite)

Vérifier avec les matrices A et B précédentes que AB # BA . Réponse.

Propriétés

Soient A(n, p), B(p,q), C(a,s), D(p.q) et E(q,n) :

(i) (AB)C=A(BC) — associativité [matrice de dimension (n,s)]

(i) A(B+D)=AB+AD — distributivité & gauche [matrice de dimension (n,q)]
(i) (B+D)E=BE+DE — distributivité & droite [matrice de dimension ( p,n)]
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2.4 Transposition de matrice

S. Charles (10/02/03)

Définition
a, a, - &,
Soit A=| 2 P2 T P
a, @, - a,
a; 8y
obtenue en écrivant les lignes de A en colonnes: ‘A = 8:12 8:22
&y &

Si A apour dimension (n, p) alors ‘A apour dimension (p,n).

. lamatrice transposée de A notée A’ ou 'A est la matrice

Ay
Y

pn

Exemple 4
2 3

Soit A=|4 2/|.Calculer ‘A . Réponse.
10

Propriétés

Soient A(n, p), B(n,p), C(p,q) trois matrices et soit A€ R :

(iii) ﬂA):/l‘A
(iv) ‘(AC)='C'A
Exemple 5 (propriété (i)

2 3 3 1

Soient A=|4 2| etB=|1 -2|. Véifierque (A+B)="'A+'B.Réponse.

10 -1 1
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Exemple 6 (propriété (iv))

2 3
1-10
Soient A=| 4 2 etC=(2 0 3j.Vérifierque‘(Ac)z‘cfA.Rgg’ onse.
10

3 Matrices carrées, matrices élementaires

3.1 Matrices carrées

Définition
Une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes est appelée matrice

carrée. S elleapour dimension (n,n), ondit alorsqu'elleest d’ordren.

Rappelons que |'addition et la multiplication de matrices ne sont pas définies pour des
matrices quelconques. Cependant, si on considéere uniquement des matrices carrées d' ordre n
donné, aors les opérations d’ addition, de multiplication, de multiplication par un scalaire, et

de transposition sont définies et leurs résultats sont encore des matrices carrées d ordre n.

Exemple
1 2 3 2 -5 1

Soient A=|-4 -4 -4 B=|{0 3 -2|.A etB sont desmatricescarréesd’ ordre 3.
5 6 7 1 2 -4

Vérifier que A+B, 2A, ‘A et AB sont également des matrices carrées d’ ordre 3. Réponse.

3.2 Matrices diagonales

Définition 1
On appelle diagonale (ou diagonale principale) d’ une matrice carrée d’ ordre n, les éléments
a,,a,,...,a, delamatrice.

Exemple
ay, S 4,
A=|a, a, a, a,, 8y, 8, SONt les éléments de ladiagonale de A
aSl a32 a33
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Définition 2
Une matrice carrée D = [dij ] est dite diagonale si tous ses éléments non diagonaux sont nuls.

Une telle matrice est fréquemment notée D =diag(d,,,d,,,...,d,,) ou certains ou tous les

'~ nn

scalaires d; peuvent étre égaux a zéro.

Exemples

10 0 O

1 00
4 0 00 O O

D,=({0 3 0 D, = D, =

0 -5 00 -2 0

0O 0 2
0O 0 0 5

3.3 Matrice Identité

Définition
Une matrice carrée d ordre n ne comportant que des 1 sur la diagonale principale et des 0

partout ailleurs, est notée |, et est appelée matrice unité ou matrice identité.

Exemple

Propriété 1
Quelle que soit A(n, p) Al =1 A=A

Exemple
1 3

Soit A= -2 O0|. Veérifier que Al, =1,A . Réponse.
4 1
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Propriété 2
La matrice Al ,, pour tout Ae R, est appelée matrice scalaire. C'est la matrice diagonale

dont les éléments diagonaux sont tous égaux a A .

Exemple
A 0O
M,=l0 A O
0O 0 A

Remarque

On parle de « matrice scalaire » car €elle joue le méme réle que celui d'un scalaire dans la

multiplication o’ une matrice par un scalaire: A(Al,)=(41,)A=2A.

3.4 Matrices Inversibles

Définition
Une matrice carrée A, d' ordre n, est dite inver sible ou non singuliére, s'il existe une matrice

carée B dordre n telle que AB=BA =1, Une telle matrice B est unique, d'ordre n; on

I’ appelle matriceinversede A et onlanote A™.

Remarque
La relation précédente est symétrique, C'est-a-dire que sl B est I'inverse de A, alors A est

I’inverse de B.

3.5 Matrices symétriques

Définition
Une matrice carrée est dite symétrigue si et seulement si 'A = A . Autrement dit s Vi=# j,

& =aq; .
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Exemple
1 -3
A=| 2
-3 0

3.6 Matrices triangulaires

Définition
Une matrice triangulair e est une matrice carrée dont les éléments au-dessous (ou au-dessus)

de la diagonale principale sont tous nuls.

Exemples
1 2 -3
0 4 9 |:Matricetriangulaire supérieure
0 0 2
100
2 3 0] :Matricetriangulaireinférieure
4 8 2

3.7 Matrices orthogonales

Définition
Une matrice carrée d’ ordre n est dite orthogonalesi A'A = "'AA =1

n-

Exemple
18 4
9 9 9
P e il
9 9 9
8 1 4
9 9 9
Propriété

Si A est une matrice orthogonale, alorselle est inversibleet A™ ="A .
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3.8 Matrices normales

Définition
Une matrice carrée d’ ordre n est dite normale s A'A ='AA, autrement dit S A et sa

transposée 'A commutent.

Remarque
Il est clair que s A est symétrique ou orthogonale, alors elle est normale. Mais il existe

d’ autres matrices normal es.

SN

4 Determinant d'une matrice carree

Exemple

4.1 Formes multilinéaires alternées

Onrappelleque E" = EXEX...xE.

n- fois

Définition 1
e Soit E un espace vectoriel. Une application de D:E" — F est une application
multilinéaire ou n-linéaire s elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables :

(i)  Soit (X,%,,...,%,)€ E" tel que X =0 +V,. Alors:

<l

D(%,...,0 4V, %)= D (X, Ty, %, )+ D (X Vs, X))
(i)  Soit (%, %,,...,X,)€ E" tel que X = A0, avec Ae R.Alors:
D(%,..., AG,..., %) = AD(%,..., 0., X, )

e S F=R,onditqueD est uneformen-linéaire.

Définition 2
Soit E un espace vectoriel et D:E" — R une forme n-linéaire. On dit que D est alternée si

D(Y(IXXIXH):O chague fois que deux des X sont identiques:

D(%,i %o X %, ) =0 deSque X =X, pour i #
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4.2 Déterminant d'un systéme de vecteurs

Théoreme
Il existe une unique application D:(R”)n — R telleque:

(1) D est uneforme n-linéaire;;
(i) D estalternée;

(iii) D(&,...,&,...,&)=1oules & sont les vecteurs de la base canonique de R".

Définition
Cette application D:(R")' —R n-linéaire dternée et telle que D(§,...,§,....8)=1 est

appelée déter minant. On la note généralement det.

Remarque
Soit V une famille de vecteurs V,, j=1n. Alors V=(9,V,...V,)e(R") e

det(V,,%,....9,)e R.

4.3 Déterminant d'une matrice carrée
Soit A une matrice carrée d ordre n. Soit A = [aﬂ. ] Chaque colonne de A peut aors étre

considérée comme un vecteur de R" :
A=V, iV, ...V, ]| avecV =(a;,a,,...a;) pour j=1n

Ainsi, la définition de la notion de déterminant d’ une matrice carrée est étroitement liée ala

définition du déterminant d’ un systéme de vecteurs :
det(A)=det(V,,V,,...,V,)

8y .. 8y
Onnoteaors det(A)=|: . :|,etonparlededéerminantd ordren.

R

La suite du chapitre traite du calcul pratique des déterminants.
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431 Déeterminant d'une matrice carrée dordre 2

Définition

soit A=| 2 ©| Alors det(A)=|" C|=axd-bxc.
b d b d

Moyen mnémotechnique

Exemple 8

2 5
Soit A:(3 7J.Ca]culer det(A). Réponse.

4.32 Déterminant d'une matrice carrée dordre 3

Régle de Sarrus

A Cette régle n’est valable que pour des matrices carrées d ordre 3, et n’est absolument
pas généralisable. Mieux vaut donc lui préférer la regle générale énoncée dans le

paragraphe suivant.

Soit M

Il
o P »
S
£ 0 0

det(M)=ab.c, +a,bc + -ab,c —abgc, —ahc,
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Exemple 9
2 10

Soit M=|1 4 2|.Caculer det(M) par larégle de Sarrus. Réponse.
311

433 Généralisation : Déterminant d'ordre n

Méthode des cofacteurs

L’astuce consiste a se ramener a des déterminants d’ordre inférieur jusqu’'a obtenir des

déterminants d’ ordre 2. Pour cela, on développe le déterminant par rapport a une ligne ou une

colonne.
&, &, -

Soit A = 3:21 3:22 a:2n un déterminant d’ ordre n.
a, a, - a,

A= Zaj X;; » développement par rapport alalignei
j=1

A= Zl: a; X;; , développement par rapport ala colonne |

ou X; estlecofacteur del’éément a; : X; :(_1)i+1' A

ij
A; estlemineur de a; c'est-a-direle déterminant d’ordre (n—1) extrait de A en enlevant la

i*™ ligne et 1aj*™ colonne.

Application :
A=a X, +a,X,+...+a,X, (lignel)

A=a, X, +a, X, +...+a,X , (colonne 1)

By B B . %,
Xy=+Ay=|i " Xp=—Ap=|i .

a a

p2 e pp pL et P
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Remarque
La répartition des signes a prendre devant les mineurs (—1)i+j , est alternée a partir du signe +

pour I'éément a,; .

Par exemple, pour un déterminant d' ordre 5 :

+ - + - +
- + - + -
+ - + - +
- + - + -
+ - + - +

Application au déterminant d’ ordre 3

a b ¢
A=la, b, ¢
a by ¢

A=a X, +a,X, +a,X, (colonnel)

A= alAll - a2A21 + a3A31

b, ¢ b ¢ b ¢
b, ¢ b, ¢ b, ¢

A=a,(bc,—be,)-a, (b —bg)+a(be, -bg)

A=a, -3,

.

Exemple 10
1 1 4

Caculer ledéterminant suivant A=|2 -1 3, avec laméthode des cofacteurs. Réponse.
-2 4 3

Propositions

a — Si A auneligne (ou une colonne) de zéros aors det(A) =0
— Si A adeux lignes (ou deux colonnes) identiques aors det(A) =0

b) Si on échange deux lignes (deux colonnes) d'un déterminant alors on obtient —det(A)
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d)

f)

9)

h)

b

jzbc—ad =—(ad —bc)

On ne modifie pas un déterminant s on goute a une ligne (resp. une colonne) une

combinaison linéaire des autres lignes (resp. des autres colonnes) :

2 b‘:ad—bc
c d
b b
ar ‘=(a+b)d—b(c+d)=ad+bd—bc—bd=ad—bc
c+d d

Si on multiplie une ligne (resp. une colonne) d’ un déterminant par un scalaire A, alorsle
déterminant est lui-méme multiplié par 4.

a b

e ad =add —bAc=A(ad —hc)

S A= [aﬁ ] est une matrice triangulaire d’ ordre n alors det A = H a, (produit destermes

i=1

diagonauix). Il en résulte que det(1)=1.

a 0 O
Exemple: A=| 0 a, O |=det(A)=aaa,
0 0 a

det(AB) = det(A)det(B) — det(A") =[det(A)]
Le déterminant est une fonction multiplicative.
det(‘A)=det(A)

1

det(A”)= det(A)

det(AA)=A"det(A)

Exemple 11 (propositions b et ¢)

1 1 4

Soit A=| 2 -1 3|.Vérifier lespropositionsb et ¢ précédentes. Réponse.

-2 4 3
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4.4 Déterminant et volume
Les déterminants sont liés aux aires et aux volumes. Soient U, U,,...,U0, desvecteursde R".
Soit Sle parallél épipéede (solide) déterminé par ces vecteurs :
S={ayl, + a0, +...+ a0, /e € [0;1] pouri =1,n}
Lorsgue n= 2, Sest un parallélogramme.

Soit V (S) levolume de S(ou lasurface de Sdanslecas n=2). Alors:

V(S)=|det(t,,0,,...,d,)

ceey Uy

Si on appelle A lamatrice dont les colonnes correspondent aux vecteurs G, ,,..., 0, , aors:

V(S)=|det(A)

Proposition
V(S)=|det (t,,0,...,d,)

=0 s et seulement s les vecteurs U,,0,,...,U, sont linéairement

dépendants.

Vérification dansle cas n=2 : voir chapitre 5, paragraphe 7.

5 Inversion de matrices

5.1 Matrice adjointe

Définition
Considerons une matrice carrée A d’ordre n, la matrice des cofacteurs X;; des éléments g; de

A notée adjA est appelée matrice adjointe de A ou co-matrice de A.

adjA = comA =[ X; | = [(—1)”j Ai]}

A Exemple 12

A :(a“ an} . Calculer adjA . Réponse.
&y 8y
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5.2 Théorémes

Théoréme 1
Soit A une matrice carrée d’ ordre n. Alors A est une matrice inversible s et seulement si

det(A)=0.

Théoreme 2

Soit A une matrice carrée quelconque d’ ordre n. Alors::

Ax'(adjA)="(adjA)x A =det(A)xI, ol I, estlamatriceidentité d’ ordren.

Théoréme 3

Soit A une matrice carrée quelconque d ordren. Si det(A)#0, alorsA estinversibleet :

‘(adjA)

5.3 Cas d'une matrice d'ordre 2

b
Soit A:[Z Cj .On sait que|A| = det(A) = (ac-bd).

—d b
Lamatrice adjointe de A est adjA = ¢ AT =; ¢ .
-b a (ac-bd)|-d a

Exemple 13

2 5
Soit A :(3 7} . Calculer A™. Réponse.
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5.4 Cas d'une matrice d'ordre 3

5.5 Cas particulier : inverse d'une matrice diagonale

Définition
Si A =diag[a, ] est une matrice diagonaleinversible d’ ordren:

0 det(A):ﬁai¢0:>Vi=ln a #0

i=1

(i) A'=dag {i}
a1"

ay, Va,
8, 0 Yay, 0

app ]/ app

6 Exemples dutilisation en Biologie

D’un point de vue général, on peut dire que I’ on utilise les matrices pour stocker des données
expérimentales. Mais nous allons voir que I'on utilise aussi les matrices pour décrire la

dynamique de certaines populations animales.

6.1 Surface foliaire

Si chague jour de I’année, on mesure la surface foliaire de n plantes, on peut
mettre ces données sous laforme::
1 ... j ... p=365(ours)

n
ou a; represente la surface foliere de laplantei au jour j, aveci variant de 1 a

netj variant de 1 4365 jours.
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L'ombre commun est un poisson de riviére froide, pure et a cours
relativement lent que I’ on trouve généralement plus en aval que

les truites. La période de reproduction se situe au printemps.

L es jeunes d'un an mesurent en moyenne 15 cm et sont tous immatures. Les poissons de 2 ans
mesurent 27 cm et la moitié d'entre eux sont adultes (i.e. sexuellement matures). A 3 ans tous
les poissons sont adultes et mesurent en moyenne 35 cm.

On admettra dans la suite que la sex-ratio est 1.

Une femelle fournit chague année 200 alevins, 90 % d'entre eux meurent avant 1 an. 50 % des
jeunes d'un an meurent avant I'dge de 2 ans. A partir de I'ége de 2 ans, 40% des poissons

meurent par an.

On représente la population, au printemps de I'année n, par e vecteur :

N, N, : nombre d'aevins
b - N, N, : nombre de poissons d'un an
"IN, | N,:nombre de poissons de 2ans
N N,

s ). : nombre de poissons de 3ans et plus

Compte tenu des informations sur |’ espéce, on peut alors écrire :

=200x 0.5 ( 05 N2n+N3an0.6
—— —— , : ——

sex—ratio \ % matlres survie

Nl,n+1 = 0'1Na,n
N2,n+l = 0'5N1,n
N3,n+1 = 0-6( N3,n + N2,n)

Ce qui peut bien sr se réécrire en notation matricielle :
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0 0 30 60

01 O 0 0

Pn+1 = F:w Ad Pn+l = APn
0O 05 O 0

0O O 06 06

La matrice A permet de décrire I’ évolution d année en année de |’ effectif des quatre classes
d’ &ge de la population.

Ainsi, si on suppose que I’ on lache dans une riviere dépeuplée 100 ombres adultes (de 3 ans)
apres leur période de reproduction, on peut alors étudier |’ évolution du repeuplement de la

riviére au cours du temps :

e A n=0 (lemoment delaréintroduction des ombres), ona P, =(0,0,0,100)

0 O 30 60) O 6000
i s : 61 0 0 0y O 0
e L’anneesuivante,an=1,ona B =AR,soit: P, = =
0 05 0 0} O 0

0O O 06 0.6)(100 60

0O 0 30 60) 6000 3600

< 01 0 O O 0 60
e An=2,onaP,=AR,cest-adire P, = =
0O 05 0 O 0 0

O O 06 06){ 60 36

e FEtans desuite...

On peut remarquer que P, = AP, = AAP, = AP, ; dans le cas général, on peut connaitre les

effectifs des quatre classes d’ &ge pour n’importe quelle année n par larelation: |P, = A"R,|.

On comprend alors tout I’ intérét de savoir calculer simplement A".

Voir chapitre 4
Heureusement des logiciels existent pour palier « ce probléeme », et en particulier la boite a

outils PopTools qui fonctionne sous Excel.

Voici lasimulation que I’ on obtient avec PopTools:
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Evolution des classes d'age au cours du temps

300000

S. Charles (10/02/03)

250000 -

200000 -

150000 -

Effectif

100000 -

50000 -

vy __N%__~vY_YV%

0 P ==

0 5 10
Temps (années)
——Na —#—1an 2ans —<—3anset plus
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