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1 Application linéaire et base

Soient E et F deux espaces vectorielssur R et f e L (E,F). Supposons que E soit muni de
labase B; ={0,,U,,...,T,} . Alors dim(E) = p et VXe E, X=X, + X0, +...+ X0, .
Ains :
F(X)= f (%0, + %0, +...+ X0, ) =% F (T,)+ % (U,)+...+x, T (T,)
= Cette expression montre que I’ application linéaire f est entiérement définie par les images

{f (4,), f(aG,),..., f (Up)} des vecteurs de la base de E. Ceci qui signifie également que si

I’ on connelt tousles f (G;) pour i =1,..., p, aors on connait un quelconque f (X).

2 Matrice dapplication lineaire

Soit fe L(E,F).

E est muni delabase B, ={t,,0,,...,T,} : dim(E)=p

F est muni delabase B. ={V,,V,,...,V,} : dim(F)=n

Les images des vecteurs de la base de E sont éléments de F et se décomposent dans
B ={%,V,,...,v,} sdon f(0)=a,V+a,V,+...+a,V,, soit d'une maniere générae
f(U,)=a,%+a,V%+...+a,V, Vj=1p. Dans le terme général a,, i correspond & un

vecteur de labase de F et j aun vecteur de labase de E.

Définition 1

(a;.8,).....a; ) sont les coordonnées du vecteur f (i) danslabase {¥,,V,,...,V,}.

n

Définition 2
Lamatrice del’application f: E— F relativement aux bases B, ={G,,0,,...,0,} deEet
B, ={¥,,V,,...,V,} deF, est le tableau an lignes et p colonnes des coordonnées des f ()

danslabase {V,,v,,...,V,} :

n
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Conséguences

A apour dimension (n, p) :

e Lenombredelignesde A est donné par ladimension deF.

e Lenombre de colonnes de A est donné par la dimension de E.

e Lescolonnesde A sont les coordonnées des vecteurs f(Uj) danslabase {V,,V,,...,V,} .

3 Image d'un vecteur x de E par t

Soit fe L(E,F).

E est muni de la base B, ={t,,0,,...,0,} et F est muni de labase B; ={V,V,,...,V,} . Soit
A(n, p) =] a; | lamatrice associée af relativement aux bases B, et 5, .

X
Soit X dansE @ X = x0, + XU, +...+x 0, et X =| : | lamatrice colonne des coordonnées du

X

vecteur X dans B. . Soit y= f (X), I'imagedeX par f: ye F = y=yV, + y,V, +...+y,V, €t

Y1
Y =| : | la matrice colonne des coordonnées du vecteur y dans 5;. Avec la matrice

Y

A(n,p),il vient: Y =AX].

4 Lien entre opérations sur les applications linéaires et

opérations sur les matrices

E est un espace vectoriel muni de la base B, :{Ul,uz,...,up} et F est un espace vectoriel

muni de labase B. ={V,,V,,...,V,} .

n
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4.1 Addition de deux applications linéaires

Proposition

Soient f,ge L (E,F). Soient M et M leurs matrices associées relativement aux bases
B. et B-. Alors f+g:E— F a pour matrice associée relativement aux bases B. et 5.

M;+M,.

4.2 Multiplication par un scalaire

Proposition :
Soit f:E—F une application linéaire ayant M pour matrice associée relativement aux

bases B. et B.. Soit A€ R, aors I'application linéaire Af a pour matrice associee AM

relativement aux mémes bases 5, €t B .

4.3 Composition d'application

Proposition :
Soient f:E—F et g:F —>G. On suppose E, F et G munis respectivement des bases 5,

B, et B;.Soit M, la matrice associée a f relativement aux bases B, et B.. Soit M la
matrice associée a g relativement aux bases B, et B, . Alors h=go f admet M M comme

matrice associée relativement aux bases B, et 5, .

4.4 Inverse d'une application linéaire

Définition
Soient f € L(E,F) uneapplication bijectiveet f e L (F,E) son application réciproque.
Soit M ; lamatrice associée af relativement aux bases B; et B. . Alors|la matrice associée a

f~* relativement aux bases B, et B, est M7* ou M 7" est lamatriceinversede M, .

Proposition 1
Une application linéaire f est bijective si et seulement si sa matrice associée M,

relativement a deux bases quelconques est inversible.
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Proposition 2

Une application linéaire f est bijective si et seulement s il existe des bases 5. et 5. telles

que det(M ) #0 ol M, estlamatrice def relativement aux bases B, et B, .

5 Les applications lineaires les plus classiques de R*

5.1 L’homothétie de rapport A

Notons H , I’homothétie de rapport A :

H,:

RZ

— R?
- H, (X)=AX

5.2 Lasymétrie définie par s(x,y)=(x,—-y)

Notons sla symétrie définie par :

S.

- R?

x=(%.%) = V=(¥Y,)=(%—%)

5.3 La symétrie définie par s(x,y)=(-x,-y)

Notons de nouveau s la symétrie définie par :

S.

— R?

X=(%,%) = Y=(YVuY2)=(-%—%)=-X

5.4 La rotation d'angle 4

Notons r, larotation d’angle & :

X=(%,%) = Y=(¥.Y,) avec {/\

191 =1%|
(xy)=6
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6 Résolution d’'un systeme linéaire

6.1 Quelques définitions

Définition 1
On appelle systéme linéaire un systeme (S) de n équations linéaires a p inconnues dans R

qui S écrit souslaforme:

X +apX t..+a X, =h

(s) X+ 3%+ + 3, X, =D,

A + 8% ...+ 3, X, =b,
ou les coefficients a; et by appartiennenta R, et ol les x; sont lesinconnues a valeurs dans

R, avec i =1,n (lenombre d équations) et j =1, p (le nombre d’'inconnues).

Définition 2 : Définition matricielle de (S)

p
Un systeme (S) quelconque peut S écrire sous laforme abrégée : qu ;=b i=1Ln
j=1

by X
ou souslaforme matricielle AX =B avec A, =[ &, |, B,y =| i [&t X,y =| '
b X
h p

Définition 3 : Définition de (S) par lesapplicationslinéaires
* A est en fait lamatrice d’ une application linéaire f € L (E,F), ou:

- E est un espace de dimension p (nombre d'inconnues de (S) = nombre de colonnes de A)
- F un espace de dimension n (nombre d' équations de (S) = nombre de lignes de A).
* B est lamatrice des coordonnées d’ un vecteur Ve F

* X est la matrice des coordonnées d’ un vecteur Ge E

Alors|’ écriture matricielle peut se mettre sous forme vectorielle: AX =B < f (i)=V

6.2 Recherche des solutions de (S)
Si on considére |’ expression vectorielle f ()=V, larésolution du systéme (S) revient dors a

chercher tous les U satisfaisant cette équation, le vecteur v éant connu a priori.
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Deux cas peuvent alors se présenter :
(1) velmf etil admet au moins un antécédent dans E ; le systéme (S) a des solutions;;

= S velmf ets fnon bijective, aors (S admet une infinité de solutions.
= S veImf etfbijective, alors nécessairement dimE=dimF (i.e, n=p), et tout
élément de F possede un antécédent unique dans E : (S admet une seule et unique

solution.

(2) vg Im T etlesysteme (S estimpossible arésoudre: il n'y a pas de solutions.
6.3 Résolution de (S) par inversion de matrice
On se place dans le cas oul Ve Imf et f bijective. Le systeme f (0)=V admet alors une

solution unique. Or f () =V < AX =B. f étant bijective, det(A)#0 et A estinversible:

AX=Bo X=A"B

=+

Les systémes linéaires s utilisent par conséquent pour inverser des matrices.

6.4 La méthode de Cramer

Définition
On appelle systeme de Cramer un systeme de n équations a n inconnues (n= p) dont la

matrice est inversible (une solution unique), ¢ est-a-dire telle que A =det(A) #0.

Proposition

Un systéme de Cramer admet toujours une et une seule solution: X =A"'B = % t (adiA) B,

Soit | % ZXi =%Z X,;b,, Vi=1Ln. A; estledéterminant déduit de A en remplacant lai®™
j=1

colonnede A par la colonne des « seconds membres » b, .

6.5 « Cas embétants »
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7 Changement de base

Problématique
Lamatrice d’ une application linéaire f est toujours construite relativement a un choix de bases
dans E et dans F. Comment relier deux matrices qui représentent la méme application linéaire

lorsque I’ on change de bases pour E et F ?

7.1 Matrice de passage

Définition
On appelle matrice de passage de la base B. a la base B/, la matrice notée P dont les

—/

colonnes sont constituées des coordonnées des vecteurs U de la base B dans la base

B, ={0,,0,,...,T,} .
T 0,
Pu  Po P |G
po| P P 7 Pl
Pu Pz 0 P /U,
Proposition

Une matrice de passage est toujours inversible.

7.2 Changement de base pour un vecteur

On note X lamatrice colonne des coordonnées (x,,,,...,%,) de X dans B; .

On note X" lamatrice colonne des coordonnées (X, X;,...,X,) de X dans B .

Il est facile de déterminer les relations entre les x.} et | {x’} a I’aide de la matrice de

] ]

passage P : |[X =PX’ cest-&dire X'=P™X
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Théoréme
Soit fe L (E,F) uneapplication linéaire.
Soient B, ={0,,U,,...,U,} et B ={U;,0j,...,0,} deux basesdeE.

Soient B, ={¥,,V,,....V,} et B; ={V,V;,...,V} deux basesdeF.

On note P lamatrice de passage de B, ={0,U,,...,U,} vers B ={0;,,...

On note Q lamatrice de passage de B; ={V,,V,,....V, | vers B; ={V,%,...

0.

).

S M, estlamatrice del’application f relativement aux bases B, et B, , dlors M’, lamatrice

de f relativement aux bases B, et B, est donnée par :

M’ =Q'M P

Corollaire

Soit fe L (E,E), un endomorphisme de E, et B, ={0,,0,,...,0,}, B ={0,0,...,0}

deux bases de E. Soient M, lamatrice de f relativement ala base B, et M, lamatrice de f

relativement alabase B/ . Onaaors M, =P*M P.
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