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Produit scalaire

Définition 1

Soit ¢ une application de ExE dans R qui a tout couple (0,V) de vecteurs de E fait
correspondre un réel @(0,V). ¢ est une forme bilinéaire, si elle est linéaire par rapport a U
et par rapporta v :

vu,0,€ E, Ve E, VA, ue R @ (AU, + u0,,V) = Ap (U, V) + up(U,,V)

Vie E, VV,V,€ E, VA, ue R @ (U, AV, + uv,) = Ap(G,V,) + ue (U, V,)

Proposition 1

@) @ estsymétriquesi Va,Ve E, ¢(0,V)=¢(V,0)
(ii) ¢ estdéfinies Vie E, ¢(U,0)=0=>0=0
(iii) @ est positives Vie E, qo(U,U)ZO
Définition 2

On appelle produit scalaire une forme bilinéaire symétrique, définie et positive. Dans toute
la suite du cours nous adopterons la notation G« Vv . On appelle norme ou longueur du vecteur
=Vt e |u

0 associée au produit scalaire (+) et notée |t , le scalaire : || P=0e0.

Définition 3
Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appel € espace pr éhilbertien.

1.1 Le produit scalaire canonique de R”

Proposition
L’ application suivante est un produit scalaire appelé produit scalaire canonique de R" :

p: R"XR" — R avecX=(X,...,X,) ey=(Yy,...,¥,)

(xy) Zw
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Définition
L’ espace vectoriel R" muni de son produit scalaire canonique est appelé espace euclidien de

dimension n. Lanorme de xe R" s écrit dors ||X|* = Zn:xz S|X|" =% x="XX
i=1

1.2 D'autres exemples

2 Inegalité de Cauchy-Schwartz et applications

Théoréme 1 (Inégalité de Schwartz)
Si e est un produit scalaire sur un espace vectoriel E, pour tout G,ve E :

UeV leV

<(0+0)(VeV) cequi équivaut a

<[a. v

Théoréme 2

Soit E un espace préhilbertien. Alors lanorme de E satisfait |es propriétés suivantes :
@ o
(i) [Adl, =[Alfa], (2eR)

.20 et =0=0=0

(iii) fa+v], <o, +|v

Définition
Soit E un espace préhilbertien. Soit e E. Si |[i|, =1, ou si de maniére équivalente Gt =1,

alors U est appelé un vecteur unitaire.

Proposition
S X# 6E un vecteur quelconque de E espace préhilbertien, alors le vecteur G :ﬁx est
X

= — =

unitaire et colinéaire a X. On appelle U le vecteur normé associé a X. Le procédé

correspondant s appelle lanormalisation.
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3 Orthogonalité, projection

3.1 Définition

Définition
Soit E un espace préhilbertien. Deux vecteurs U et Vv de E sont dits orthogonaux s et

seulement si GeV=0.Ondit aussi que U est orthogonal & v .

3.2 Recherche de vecteurs orthogonaux

3.3 Supplémentaire orthogonal

3.4 Ensembles orthogonaux

Définitions

* Unensemble F = {qup} de vecteurs de E, un espace preéhilbertien, est dit orthogonal
s deux vecteurs quelconques de F sont orthogonaux : G, «U; =0, Vi # |

* F est dit orthonormal, si F est orthogonal et si tous les vecteurs de F sont unitaires:

{o Si#]

Ui.Uj:é‘”: .. .
1 si=]

Il

Théoréme 1
Soit F un ensemble orthogonal de vecteurs non nuls. Alors les vecteurs de F sont linéairement

indépendants.

Théoreme 2 : Pythagore
Soit F ={G,...,0,} un ensemble orthogonal. Alors:
2

_ _ |2 _. 12 —
||u1+...+up ] :||u1||.+...+||up

Proposition

Labase canonique B ={§,&,,...,&,} del’espaceeuclidien R" est une base orthonormale. En

effet, Viz ] -6 =0etvi=1n |[g] =1.
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3.5 Projecteur orthogonal

Définition 1
Soient U et Vv deux vecteursnon nulsde R". Le vecteur projetéde v sur U est le vecteur :

<l
<l

p. (V)=——=0 P (V) estcolinéairea U et V- p, (V) lui est orthogonal.

]
et}

Définition 2
Soit tie R". L'application p,, de R" dans R" qui a v associe p,, (V) est appelé projecteur

orthogonal sur G.

4 Distance euclidienne

Définition
Soient G =(u,,...,u,) e V=(\,...,v,) dans R". La distance entre U et V, qui n'est autre

que ladistance entre les points extrémités des deux vecteurs, est définie par : d (4,V) =i -V

Proposition

Soit R" espace euclidien. Alors d(G,v)=|d-v|= n (u-v)*. On pale de distance
i=1

euclidienne.

5 Déterminant et volume

H A oo = det(

o
<i
SN—"

<4

By
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