
1 Intégrales premièresÉnonéSoient les deux équations di�érentielles ordinaires suivantes dérivant les varia-tions de onentrations himiques M(t) (m-RNA) et E(t) (enzyme) :� _M = 11+E � �_E =M � �1. Reherher les points d'équilibre. Étudier la stabilité loale.2. Dessiner les isolines (sens des �èhes).3. Reherher s'il existe une intégrale première. La aluler si elle existe.Conlure quant à l'existene de entres.4. Dessiner le portrait de phase.Corretion1. Points d'équilibres et stabilité� 11+E � � = 0M � � = 0 , � M = �E = 1���Ce système omporte un seul point d'équilibre : ��; 1� �� �.Pour étudier leur stabilité, on linéarise au voisinage du point déquilibre.La matrie jaobienne du système est la suivante :J = �0 � 1(1+E)21 0 �d'où la jaobienne au point d'équilibre :J� = �0 ��21 0 � on a don : � Tr(J�) = 0Det(J�) = �2 > 0La linéarisation prévoit des entres. C'est un point d'équilibre non hyper-bolique. On ne peut don pas onlure sur le portrait de phase du systèmenon linéaire au voisinage de e point.2. Isolines� isolines vertiales ( _M = 0) : ourbe d'équation E = 1��� . Orienta-tion des veteurs vitesse sur l'isoline : _E =M � � > 0 si M > �.1



� isolines horizontales ( _E = 0) : ourbe d'équation M = �. Ori-entation des veteurs vitesse sur l'isoline : _M = 11+E � � > 0 siE < 1��� .3. Intégrale première et onservation des entresPour véri�er si les entres autour du point ��; 1� �� � sont onservéson utilise une intégrale première, si elle existe. On herhe la fontionH(M;E) qui véri�e _H(M;E) = 0 le long des trajetoires solutions.H est donnée par : dMdE = 11+E � �M � � don (M��) dM = � 11 +E � �� dEEn intégrant on obtient : M22 ��M = ln j1 +Ej��E+K. On pose donil existe une intégrale première H(M;E) telle que :H(M;E) = M22 � �M � ln j1 +Ej+ �EPour véri�er que les entres sont préservés, il faut montrer que H admetun extremum loal au point d'équilibre. On utilise un développement deTaylor à l'ordre 2 :� �H�M =M � � d'où �H�M �����= 0� �H�E = �� 11 +E d'où �H�E �����= 0� �2H�M2 = 1 d'où �2H�M2 �����= 1� �2H�E2 = 1(1 +E)2 d'où �2H�E2 �����= �2� �2H�M�E = 0 d'où �2H�M�E �����= 0On obtient ainsi, pour tout point au voisinage du point d'équilibre:H (M;E)�H ��; 1� �� � = 12 (M � �)2 + �22 �E � 1� �� �2 > 0Don le point d'équilibre est un minimum loal pour la fontion H . Donles ourbes de niveau de H se referment. Don les entres sont préservésau voisinage du point d'équilibre.4. Portrait de phase 2
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21,510,50 Figure 1: Portrait de phase. � = 0:5 et � = 0:8.
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