
1 Intégrales premièresÉnoné � _x = x� xy_y = �y + xyÉtudier omplètement e système et faire l'analyse de la onservation des entrespar une étude de fontion.Corretion1. Points d'équilibresCe système omporte deux points d'équilibre : (0; 0) et (1; 1).2. Stabilité des points d'équilibrePour étudier leur stabilité, on linéarise au voisinage de haun des pointsd'équilibre. La matrie jaobienne du système est la suivante :J = �1� y �xy x� 1�(a) point d'équilibre (0; 0) : J(0;0) = �1 00 �1�detJ(0;0) = �1 < 0 don (0; 0) est un point selle pour le systèmelinéarisé. C'est un point d'équilibre hyperbolique don le portrait dephase est préservé au voisinage du point.(b) point d'équilibre (1; 1) : J( 23 ;0) = �0 �11 0 �La linéarisation prévoit des entres. C'est un point d'équilibre nonhyperbolique. On ne peut don pas onlure sur le portrait de phasedu système non linéaire au voisinage de e point.3. Conservation des entresPour véri�er si les entres autour du point (1; 1) sont onservés on utiliseune intégrale première. On herhe la fontionH(x; y) qui véri�e _H(x; y) =0 le long des trajetoires solutions.H est donnée par : dxdy = x(1� y)y(x� 1) don (x� 1)x dx = (1� y)y dyEn intégrant on obtient : x� lnx = ln y � y +K. On pose don :H(x; y) = x� lnx+ y � ln y1



Pour véri�er que les entres sont préservés, il faut montrer que H admetun extremum loal au point d'équilibre. On utilise un développement deTaylor à l'ordre 2 :� �H�x = 1� 1x d'où �H�x ����(1;1)= 0� �H�y = 1� 1y d'où �H�y ����(1;1)= 0� �2H�x2 = 1x2 d'où �2H�x2 ����(1;1)= 1� �2H�y2 = 1y2 d'où �2H�y2 ����(1;1)= 1� �2H�x�y = 0 d'où �2H�x�y ����(1;1)= 0On obtient ainsi : H (x; y)�H (1; 1) = 12 (x� 1)2 + 12 (y � 1)2 > 0, pourtout point au voisinage du point d'équilibre. Don le point d'équilibreest un minimum loal pour la fontion H . Don les ourbes de niveaude H se referment. Don les entres sont préservés au voisinage du pointd'équilibre.4. Portrait de phaseIsolines nulles :� isolines vertiales ( _x = 0) : ourbes d'équation x = 0 et y = 1.� Orientation des veteurs vitesse sur l'isoline x = 0 :_y = �y > 0 si y < 0.� Orientation des veteurs vitesse sur l'isoline y = 1 :_y = x� 1 > 0 si x > 1.� isolines horizontales ( _y = 0) : ourbes d'équation y = 0 et x = 1.� Orientation des veteurs vitesse sur l'isoline y = 0 :_x = x > 0 si x > 0.� Orientation des veteurs vitesse sur l'isoline x = 1 :_x = 1� y > 0 si y < 1.
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Figure 1: Portrait de phase
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