1 Fonctions de Lyapunov

Enoncé

Soit le systéme d’équations différentielles suivant :

i =ax—y—x(z®+y°)
y=x+ay—y(a® +y?)
1. Montrer que la fonction V(z,y) = 2? + y? est définie positive.

2. Etudier le signe de V. En déduire que V est une fonction de Lyapunov
pour le systéme considéré.

3. Déterminer la nature du point d’équilibre (0, 0).

4. Montrer I'existence d’un cycle limite.

Correction

1. V(z,y) = 2® + y? est définie positive sur R? car :

.« V(0,0)=0
o et V(x,y) >0 V(I,y) € ]RQ - {(070)}
- ov
2. V(x,y) = Z—‘;az—}—a—yy =2z(ax —y —x(z2> +9%)) + 2y(z + ay — y(2* + %))

V(,y) = 2a(2® +y*) = 2(2° + %) (2* —y*) = 2[(@* + y*)(a — (2° +9*))]
Donc le signe de V(z) est celui de (a — (22 + y?)) :
}

esia<0, V(z)<0 VY(z,y)eR —{(0,0)
e sia>0, V(z)>0 dansun voisinage de (0,0) tel que 22 + 3> < a

Donc la fonction V est une fonction de Lyapunov pour le systéme considéré
3. Stabilité du point d’équilibre (0,0) :

e sia <0, (0,0) est asymptotiquement stable.
e sia >0, (0,0) est instable.

4. On change de systéme de coordonnées et on passe en coordonnées polaires

(r,0), avec :
z = rcosf Joit r? =g gj_ y?
y = rsinf tanf = =
x

On dérive ces deux expressions :

2rr = 2xd + 2yy = V(z,y)
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On obtient le systéme d’équations différentielles : { 2 B :(a )

Ce systéme posséde deux points d’équilibre (si a positif) : r =0 et r = \/a.

En étudiant le signe de 7 on obtient le portrait de phase suivant :
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Le systéme posséde donc un cycle limite : c’est le cercle de centre (0,0)
et de rayon /a.



