
1 Fon
tions de LyapunovÉnon
éSoit le système d'équations di�érentielles suivant :� _x = ax� y � x(x2 + y2)_y = x+ ay � y(x2 + y2)1. Montrer que la fon
tion V (x; y) = x2 + y2 est dé�nie positive.2. Étudier le signe de _V . En déduire que V est une fon
tion de Lyapunovpour le système 
onsidéré.3. Déterminer la nature du point d'équilibre (0; 0).4. Montrer l'existen
e d'un 
y
le limite.Corre
tion1. V (x; y) = x2 + y2 est dé�nie positive sur R2 
ar :� V (0; 0) = 0� et V (x; y) > 0 8(x; y) 2 R2 � f(0; 0)g2. _V (x; y) = �V�x _x+ �V�y _y = 2x(ax�y�x(x2+y2))+2y(x+ay�y(x2+y2))_V (x; y) = 2a(x2 + y2)� 2(x2 + y2)(x2 � y2) = 2[(x2 + y2)(a� (x2 + y2))℄Don
 le signe de _V (x) est 
elui de (a� (x2 + y2)) :� si a � 0; _V (x) < 0 8(x; y) 2 R2 � f(0; 0)g� si a > 0; _V (x) > 0 dans un voisinage de (0; 0) tel que x2 + y2 < aDon
 la fon
tion V est une fon
tion de Lyapunov pour le système 
onsidéré3. Stabilité du point d'équilibre (0; 0) :� si a � 0, (0; 0) est asymptotiquement stable.� si a > 0, (0; 0) est instable.4. On 
hange de système de 
oordonnées et on passe en 
oordonnées polaires(r; �), ave
 :� x = r
os�y = rsin� d'où ( r2 = x2 + y2tan� = yxOn dérive 
es deux expressions :2r _r = 2x _x+ 2y _y = _V (x; y) 1



1
os2� _� = _yx� y _xx2 = x2 + y2x2 = r2r2
os2�On obtient le système d'équations di�érentielles : � _r = r(a � r2)_� = 1Ce système possède deux points d'équilibre (si a positif) : r = 0 et r = pa.En étudiant le signe de _r on obtient le portrait de phase suivant :
r = 0 r = aLe système possède don
 un 
y
le limite : 
'est le 
er
le de 
entre (0; 0)et de rayon pa.
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