
1 Fontions de Lyapunov et théorème de Poinaré-BendixsonÉnonéOn onsidère le système de deux équations di�érentielles ordinaires suivant :� _x = y_y = �x+ y �1� x2 � 2y2� (S)1. Reherher les points d'équilibre.2. Faire de l'étude de la stabilité au voisinage des points d'équilibre.3. Soit la fontion V (x; y) = x22 + y22 . Montrer que V est une fontion dé�niepositive et énoner le théorème de Lyapunov pour fontion faible. Caluler_V .4. Étudier le signe de _V pour x2+y2 < 12 . Qu'en déduisez-vous (développer)? Ce résultat est-il ohérent ave elui de la question 2 ?5. Étudier le signe de _V pour x2+ y2 > 1, et en déduire un ensemble attra-tant. Énoner le théorème de Poinaré-Bendixson et l'appliquer. Con-lure.Corretion1. Points d'équilibresCe système omporte un seul point d'équilibre : (0; 0).2. StabilitéPour étudier sa stabilité, on linéarise au voisinage du point déquilibre. Lamatrie jaobienne du système est la suivante :J = � 0 1�1� 2xy 1� x2 � 6y2�d'où la jaobienne au point d'équilibre :J� = � 0 1�1 1� on a don : 8<: Tr(J�) = 1 > 0Det(J�) = 1 > 0� = �3 < 0La linéarisation prévoit un foyer instable.3. Fontion de LyapunovV (x; y) > 0 8(x; y) 2 R2 � f(0; 0)g et V (0; 0) = 0 don V (x; y) est unefontion dé�nie positive.Théorème de Lyapunov pour fontion faible : f. ours._V (x; y) = y2(1� x2 � 2y2). 1



4. Signe de _Vx2 + y2 < 12 , 2x2 + 2y2 < 1.Or x2 + 2y2 < 2x2 + 2y2,don x2 + 2y2 < 1, _V (x; y) � 0 (ar _V (x; 0) = 0).Don pour tout disque de rayon < 1p2 les trajetoires �sortent� de edomaine. Le point d'équilibre ontenu dans e domaine est don instable,e qui on�rme le résultat obtenue à la question 2.5. Poinaré-Bendixonx2 + 2y2 > x2 + y2 don x2 + y2 > 1) x2 + 2y2 > 1. Don _V (x; y) � 0.On en déduit que sur tout erle de rayon > 1 les trajetoires rentrentdans le disque en question. Don tout anneau ompris entre un erle derayon < 1p2 et un erle de rayon > 1 est un ensemble attratant pourle système (S). Cet ensemble ne ontient pas de point d'équilibre, donle théorème de Poinaré-Bendixon nous permet de onlure à l'existened'au moins un yle limite dans e domaine.
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