
1 Fon
tions de Lyapunov et théorème de Poin
aré-BendixsonÉnon
éOn 
onsidère le système di�érentiel suivant :� _x = y_y = �4x� 5y + 6y1+x21. Re
her
her le (ou les) point(s) d'équilibre(s). Faire l'étude de stabilitélo
ale au voisinage du (ou des) point(s) d'équilibre(s), et déterminer sa(leur) nature.2. Montrer que la fon
tion V (x; y) = 2x2 + y22 est une fon
tion dé�nie posi-tive. Donner le théorème de Lyapunov pour fon
tion faible.3. Étudier le signe de _V . Retrouver le résultat de la question 1.4. Énon
er le théorème de Poin
aré-Bendixson. Trouver un ensemble posi-tivement invariant (en s'appuyant sur la fon
tion de Lyapunov et sur destraje
toires du système) permettant d'appliquer le théorème. Con
lure.On donne : 1Æp5 �= 0:447.Corre
tion1. Points d'équilibresCe système 
omporte un seul point d'équilibre : (0; 0).2. StabilitéPour étudier sa stabilité, on linéarise au voisinage du point déquilibre. Lamatri
e ja
obienne du système est la suivante :J = 0� 0 1�4� 12xy(1 + x2)2 �5 + 61+x21Ad'où la ja
obienne au point d'équilibre :J� = � 0 1�4 1� on a don
 : 8<: Tr(J�) = 1 > 0Det(J�) = 4 > 0� = �15 < 0La linéarisation prévoit un foyer instable.1



3. Fon
tion de LyapunovV (x; y) > 0 8(x; y) 2 R2 � f(0; 0)g et V (0; 0) = 0 don
 V (x; y) est unefon
tion dé�nie positive.Théorème de Lyapunov pour fon
tion faible : 
f. 
ours.4. Signe de _V_V (x; y) = 4x _x+ y _y = y21+x2 (1� 5x2)._V s'annule pour y = 0 et pour 1� 5x2 = 0. Le signe de _V dépend de 
eluide 1� 5x2 : 1� 5x2 > 0 si x 2 �� 1p5 ; 1p5� et 1� 5x2 < 0 sinon.Le point d'équilibre appartient au domaine délimité par les deux droitesx = � 1p5 et x = 1p5 et _V � 0 sur 
e domaine don
 il est instable.5. Poin
aré-BendixonThéorème de Poin
aré-Bendixon : 
f. 
ours.Sur l'ellipse d'équation 2x2 + y22 = 0:2, x est 
ompris entre � 1p5 et 1p5 ,don
 _V (x; y) > 0. Don
 sur 
ette ellipse, les traje
toires �sortent�.Sur l'ellipse d'équation 2x2 + y22 = 3, x n'est pas toujours 
ompris entre� 1p5 et 1p5 . On 
onstruit don
 une boîte 
omprenant les �mor
eaux�de 
ette ellipse pour lesquels x est < � 1p5 ou > 1p5 , sur 
es 
ourbes_V (x; y) < 0, don
 les traje
toires �rentrent�. Et on referme la boîte ens'appuyant sur deux traje
toires (
f �gure 1).On a don
 un domaine positivement invariant. On peut appliquer le théor-mème de Point
aré-Bendixon et 
on
lure à l'existen
e d'au moins un 
y
lelimite dans 
ette boîte.(Remarque : la première ellipse n'est pas indispensable)6. Portrait de phase (non demandé)
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Figure 1: Boîte de Point
aré-Bendixon.
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Figure 2: Portrait de phase.3


