1 Fonctions de Lyapunov et théoréme de Poincaré-
Bendixson

Enoncé

On considére le systéme différentiel suivant :

T =y
j=—4x — by + 2%

1. Rechercher le (ou les) point(s) d’équilibre(s). Faire 1’étude de stabilité
locale au voisinage du (ou des) point(s) d’équilibre(s), et déterminer sa
(leur) nature.
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2. Montrer que la fonction V (z,7) = 22° + % est une fonction définie posi-

tive. Donner le théoréme de Lyapunov pour fonction faible.
3. Etudier le signe de V. Retrouver le résultat de la question 1.

4. Enoncer le théoréme de Poincaré-Bendixson. Trouver un ensemble posi-
tivement invariant (en s’appuyant sur la fonction de Lyapunov et sur des
trajectoires du systéme) permettant d’appliquer le théoréme. Conclure.

On donne : 1/\/5 =~ ().447.

Correction

1. Points d’équilibres
Ce systéme comporte un seul point d’équilibre : (0,0).
2. Stabilité
Pour étudier sa stabilité, on linéarise au voisinage du point déquilibre. La

matrice jacobienne du systéme est la suivante :

0 1
J = 122y 6
—4 — 7(1—}—:52)2 =5+

d’ou la jacobienne au point d’équilibre :

- Tr(J*) =1>0
J* = <_4 1) on a donc : Det(J*)=4>0
A=-15<0

La linéarisation prévoit un foyer instable.



3. Fonction de Lyapunov

V(z,y) >0 V(x,y) € R2 —{(0,0)} et V(0,0) = 0 donc V(x,y) est une
fonction définie positive.

Théoréme de Lyapunov pour fonction faible : cf. cours.

4. Signe de V

V(z,y) =4z + yy = 1-11{%(1 —5z?%).

V s’annule pour y = 0 et pour 1 — 522 = 0. Le signe de V dépend de celui
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Le point d’équilibre appartient au domaine délimité par les deux droites

1 )
r=———=et x=—= et V>0 sur ce domaine donc il est instable.

V5 V5

5. Poincaré-Bendixon

[ et 1 — 522 < 0 sinon.

Théoréme de Poincaré-Bendixon : cf. cours.
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Sur lellipse d’équation 222 + 5 = 0.2, r est compris entre —

1
— et —,
. V5 V5
donc V(z,y) > 0. Donc sur cette ellipse, les trajectoires “sortent”.
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Sur lellipse d’équation 22> + % = 3, x n’est pas toujours compris entre

]. ]. . A 14 b}
——— et —. On construit donc une boite comprenant les “morceaux
V5 V5
de cette elli 1 1 t < ! > ! b
e cette ellipse pour lesquels z es ———= ou > —=, sur ces courbes
. V5 V5
V(z,y) < 0, donc les trajectoires “rentrent”. Et on referme la boite en
s’appuyant sur deux trajectoires (cf figure 1).
On a donc un domaine positivement invariant. On peut appliquer le théor-
méme de Pointcaré-Bendixon et conclure & ’existence d’au moins un cycle
limite dans cette boite.

(Remarque : la premiére ellipse n’est pas indispensable)

6. Portrait de phase (non demandé)
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Figure 1: Boite de Pointcaré-Bendixon.

Figure 2: Portrait de phase.




