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Université Claude Bernard Lyon 1 – France
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Retour au modèle de Lotka-Volterra

Isoclines et points d’équilibre

Stabilité des points d’équilibre

Jacobienne d’un système quelconque
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Théorème de linéarisation

Soit un système non linéaire

(
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°
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¢ admettant un point

d’équilibre (x?, y?) et tel que det(M?) 6= 0, où M?
est la matrice

Jacobienne du système au voisinage du point (x?, y?).

Alors, dans le voisinage du point d’équilibre, les portraits de phase

du système
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¢ et de sa forme linéarisée
dU
d t = M?U

ont des points d’équilibre de même nature, sous réserve que le

système linéarisé ne corresponde pas à des centres.

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (R2) - page 72/78
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Étude qualitative des systèmes non linéaires dans R2
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Le modèle de Lotka-Volterra

Théorème de linéarisation (A0)

Cas où il existe trois points d’équilibre (cas µ/Ø< K ).

La matrice Jacobienne du système est :

M =

0
BB@

r °ÆP ° 2r N
K

°ÆN

ØP ØN °µ

1
CCA

Au point d’équilibre A0 = (0,0), la matrice Jacobienne s’écrit :

MA0 =
µ

r 0
0 °µ

∂

On a det(MA0 ) =°rµ< 0.
Donc le point d’équilibre A0 = (0,0) est un point selle.
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Le modèle de Lotka-Volterra

Théorème de linéarisation (A1) dans le cas où µ/Ø< K

Au point d’équilibre A1 = (K,0), la matrice Jacobienne s’écrit :

MA1 =
µ
°r °ÆK
0 ØK °µ

∂

On a det(MA1 ) =°r(ØK°µ) < 0 (car ØK >µ).

Donc le point d’équilibre A1 = (K,0) est un point selle.
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Étude qualitative des systèmes non linéaires dans R2
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Le modèle de Lotka-Volterra

Théorème de linéarisation (A2) dans le cas où µ/Ø< K

Au point d’équilibre A2 = (µØ ,
r(K° µ

Ø )

ÆK ), les calculs se compliquent...

Il faut se rappeler que les points d’équilibre sont à l’intersection des

isoclines horizontales et verticales.

Ainsi pour A2 : (
N = µ

Ø

P = r
Æ

°
1° N

K

¢

On appelle ces équations les conditions d’équilibre.

S. Charles & L. Pujo Menjouet Biomathématiques 1 (R2) - page 76/78
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Le modèle de Lotka-Volterra

Théorème de linéarisation (A2) dans le cas où µ/Ø< K

Au point d’équilibre A2 = (µØ ,
r(K° µ

Ø )

ÆK ), la matrice Jacobienne s’écrit

donc :

MA2 =
µ
°r N?

K °ÆN?

ØP? 0

∂

On a det(MA2 ) =ÆØN?P? > 0 et tr(MA2 ) =°r N?

K < 0.

Donc le point d’équilibre A2 est un nœud, un nœud dégénéré,
ou un foyer asymptotiquement stable selon le signe de :

¢= tr(MA2 )2 °4det(MA2 )
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Le modèle de Lotka-Volterra

Portrait de phase dans le cas où µ/Ø< K

N(t)

P(
t)

r α

Kµ β
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